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Avant - propos

Cher (e) éléve,

Ce livre a été congu pour permettre aux éléves un travail régulier et continu
tout au long de I'année de la classe terminale. Il a été préparé pour vous
aider a acquérir la rigueur nécessaire a la réussite aux contréles continus
durant toute I'année scolaire et a I'examen national du baccalauréat, en
vous proposant des exercices et des problémes conformes au programme
officiel.

Ce livre contient les chapitres suivants :

1- Fonctions exponentielles

2- Calcul intégral

3- Equations différentielles

4- Structures algébriques

5- Arithmétique dans Z

6- Calcul de probabilités

Le contenu de chaque chapitre est congu de la fagon suivants :
* Des résumeés de cours organisés suivant chaque paragraphe.

* Des exercices préparatoires pour mieux aborder le programme et en faire
un point de départ pour I'élaboration d’une base solide en la matiére.

Des exercices classés, ordonnés et progressifs de chaque partie du cours.
Des exercices de renforcement et de synthése pour I'enrichissement
personnel; ils combinent méthodes, outils et contenus mathématiques.

* Des extraits des sujets d’examens du baccalauréat.

Nous souhaitons vivement que ce livre réponde a vos attentes et participe
avotre réussite au baccalauréat...

Les auteurs
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I.

[ Fonctions exponentielles 1>
| Resume

P Fonction exponentielle népérienne

1) Définitions:
La fonction réciproque de la fonction In s’appelle la fonction exponentielle
népérienne et on la note exp.

2) Conséquences:

- La fonction exp est définie sur R

cexp (0)=1letexp (1)=e¢

s (vxeR); exp (x)>0

¢ (vxeR); (Yy€0;+ o)) ; (y=exp(x) & x = In(y))

+ La fonction exp est continue et strictement croissante sur R.

. V(xy)e R ; &xp(x) > exp(y) o x >y
exp(x)=exp(y)ex=y

1) Prpriétés algébriques:
Pourtous x et yde R et r de Q ona:
° M= X! 0 = g,v
S Ll

" Exercices d’application

Exercice 458

_2-In¥e
1+ In(e?)

1) Simplifier:a = Inyé* ; b=¢""; ¢

2) Simplifier expressions suivantes :
a) x€ |0; + o[ ; a=¢€""—In(2e") — ln(-é—)
b Al i
b) x€R; b=1n(4")+In()
c) x €]0:+ oo ; ¢ = In(e™) — 2¢"* + 3 In(Ine)

d) x e ]0; St ml : d = lE')Jn(\’"[]e'-lrll.irl
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Exercice £

Résoudre dns R, les équations suivantes :

1) ¢* = 4e* 2) =4 3) 7255 =2
4) "' — 2 =3¢ 5) In(e*—2¢*+1)=3 6) In(2e*—3) =x
1) On considére la fonction [ définie par: f(x) = %(e‘+ e*); xeR

a) Montrer que (Vx € R) ; f(2x) = 2(f(x)) — 1

b) Résoudre dans R ; I'équation suivante : f(2x) —6f(x) +5=0

2) Résoudre dans R l'inéquation suivante : ™ "% < (¢*)

Résoudre dans R’ les systémes suivants :
: ey
1) g-‘—%e’=l : 2) {e""-e’—e
2 te=4+e

(Exercice 3

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1) ¢ -2<0 e S 3) (2¢'— 1)(e—2) <0
. e™ =1 e=2

4)8 2> e 5) e_ic <5 6) €2x+l < e&+2

1)Ona:a= In(\/_)—-zlﬂf-’ %ln '%" Info -

b=e|—m.=_£%_=__§_ (vaeR"™) ; ln("\/E)=IHln(a)

1 1 eln(ﬂ)=a

i _lnx‘/zm2—‘3—lne#2—‘§_§_

e T N B )

2) a) Soit x €10; + oo[; @ = ™ — In(2¢") - !n( %-) —In2—Ine’+In2

=x—In2—x+1n2=90
b) Soit x € R ;

1 x

b= in( )—l— ln( 1 ) In(e'™) = In(e)—Ine*=1—x—1—x=—2x

¢) Soit x € |0: + ool; ¢ = In(e®) = 2¢"* + 3In(Ine)) = 3x — 2(2x) + 3In(1) =—x
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Exercice &
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6) Résolvons dans R, I'équation, In(2¢*—3) =x

Soit D l'ensemble de définition de cette équation :

xXEDe=xeRet2e'—3>0

—=xeRetx> ln(%—)

Donc: D= ]In(%—); + oo[

Soit x€D;ona: In(2e'—3)=xe=2¢'—3=¢"
= e¢"'=3
= x=1In3

X i 20

uisque 3 > 3 donc In(3) > In 3 ); ainsi In(3)e D

Donc: S ={In3}

1) a) Montrons que : (Vx € R) ; f(2x) = 2(f(x)) — 1

Soit xeR;ona:

2(f@F—1=2((Le+e)) ~1=2x @ +e + 2069~ 1

= %(ez‘f +e*+2)—1= %*(e"" G 27 e I ol B L '%-(ez’ +e ™) = f(2x)

Donc: VxE€R ; f(2x) = 2(f(x)) -1

b) Résolvons dans R, I'équation : f(2x) —6f(x)+5=0

Soit x ER; f(2x)—6f(x) +5=0 = 2(fx))—1—-6f(x)+5=0

= 2(f(x)) —6f(x)+4=0

= (f&F=3f)+2=0

= flx)=10u flx) =2

= %-(e*+e"") =1ou —é—(e"+e"‘) =2

@-e"+~é;=2 ou e’+§1r=4

= e+ 1=2¢" oue”+1=4e¢
e e¥—2e'+1=00ue*—4e'+1=0
= (@—-1’=00ue'=2—-y3oue=2+y3
e =loue=2-/3oue=2+/3
—x=Inlou x=In(2—3) ou x = In(2+3)

8 ‘ Fonctions exponentielles



Donc: S ={0;In(2 —/3);In(2 +3)}

2) Résolvons I'inéquation ¢ "’ < (¢%)

Soit x€R;ona: e °< () e e 0<e?
= 4x’+4x—9<—9
= 4x*+4x <0
= dxx+1)<0
—=>—1<x<0

Donc: g, =[—1;0]

f—L€=1
1) Résoivons dans R* le systeme )

2e°+e’=4+e
Soit (x;¥) un élémentde R*; onpose ¢ =X et Y=¢" avec X >0 et Y > 0

—Ly=y
Le systeme devient: 2
2X+Y=4+e
L x=2 e L A
Donc.X—z 4 tY—1+2,dou e—2+4ete 1+2
Ainsi: x = ln(-%*i-—i—) ln(l +-§-)
STl Sl le L€
Donc: 5= (1 in(5 +§ (1 +5))]
dx a2
2) Résolvons dans R* le systéme: {L e
xy=—2
Soit (x;y) un élément de R*;
{elix_e_\'ze—l {eh";‘=e-2
Ona: ==
xy=—2 xy=—12
{4x+y=—2
3
xy=—2
o 4x+y=—2
(4x) - y=—28
0 4x = X et Y=y le systeme dévient : R
n pose Yy lesy “Ixy=—38

Donc X et Y sont les solutions dans R de I'équation ¢ +2t—8 =0

Fonctions exponentielles E 9



Exercice £
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Donc: Sk < £35 = (- (e +2) < (P + (@ 2)
s " =3¢ > 0

=ee'—3)>0

= e =320

=e' >3

x> In3

Donc: § = |In3; + oof

P Exponentielle de ala >0eta# 1)

Définitions
Soitae R telque a>0eta# 1

La fonction définie sur R par: x ~ " s'appelle la fonction exponentielle de

base a notée exp.

. Le anbre e.tlm; se note aussi a* ; et on a: (Vx = R) s exp"(x) — al‘ = e.ﬂlm

Propriétés:

Pour tous x et y de R ; on a:

¥ x+v 1 =X
aa‘}(a-:a'-‘ L;'-a—_'-:a'
:
i « a” =(a") =(a')
¢ Ina"=xlna ca'=a’ex=y
Dérivation:

» La fonction x — a* est dérivable sur R ,etona: Vxe R ; (¢)= lna.a*
Monotonie de la fonction exp:
«a>1alors: (V(x,y)ER ;a*<a*ex<y)

*Si0<a<lalors: (V(xy)E R e’ < yex>y)

12 ﬁ Fonctions exponentielles



‘ Fonction exponentielle de base 10

*lafonction x — 10" s’appelle fonction exponentielle de base 10 notée
exp ou encore 107

Ona:

2107 = g™

*(VvxeR):(Vyelo;+x[) ; 10°=yeox=1logy

" Exercices d’application

Résoudre dans R les équations suivantes :

)7 =-5*"=0;2) 100"~ 10" =2;3) 2*"' +3X 27"~ 7 =0 ;4) (Yx) = x*

Exercice _,1_:-1?'_-}?_'_-;'
Résoudre et discuter dans R I'équation: (m+1)2°+(m—1)-2*=0 ol m

estun parametre réel

Résoudre dans K les inéquations suivantes :

)1+(L) > 5 2) 4°—3.2°4+230

3] 2}_,—| == 3_‘-:—2 +44+%+ 9—5 <0 4) Goosx Sms(r—.r)-.-l <0 5"2‘

Soit xE R; 72 — 5371 — () ey 7= = G

& 2xIn7 = (3x + 1)In5

= ((2In7—3In5)x=1In5

o In5
=X~ 2In7—3In5
bt i 1 Sl
D”“C-S‘{21n7—3m"5}

2) Résolvons l'équation : 100" — 10" = 2

Fonctions exponentielles E 13
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Exercice &
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Soit x€R; 1+(7_1,’-)x>5=(1)' > 4
=™ >4
«—=—xIn3 > In4

In4
mx(—m

e o
DOI'IC:S—] . T

2) Résolvons dans R ; 'inéquation: 4*—3-2"+2 >0

Soitx€R; 4" —3-2+220=(29"—3-2°+22>20

= 2—1)2"—=2)=20
=2* 220U 251
—=x=2loux<(
Donc: S = |-o0;0]U[1; + oo

3) Résolvons dans IR, I'inéquation : 2% — 32 +4*'2 + 9% <

Soit x € R; 21— 3724 4h 4 9 < 0 s 54 =934 2.4 43 < 0

=.%-4*—8-3-'<0

-2 4<8 W
—5-4°< 163"
= In5+xInd < Inl6+xIn3
= (In4~In3)x < In('9)

_,.Q)
— %< ..__-__5-—,*— (car: In4 > In3)

16
Donc: S = l‘—oo;'!-nlz—(_‘j%[

4) Résolvons I'inéquation ; 57 4 5% 91 < 9. 53

16 ﬁ Fonctions exponentielles



e b 5% e 54 5. 5w < 5 [
= (5 —2/5 -5 +5<0
—(5>—/5Y <0
=5 —/5=0
— 55" =57

el
— COSX = 2

[x = %L+ 2k
e iou ke ?Z)
x =—%+ 2k

Donc: S = {%{+ kT — 3?1’; + 2kmlk € Z}

@r Limites usuelles

* lime" =+o0 ’ . lime*= 0"
v & : L
” € —4 « limxe*= 0
en +oo J’Ar.r_lx o en —oo e

- limx"e*=0 oune N

| X =0

g e.l .
. !1m—x,‘ =toc ol peN
st

. &
en 0 lim—— =1

Calculer les limites suivantes :

X 3x
2 . 3 2%kl 3 . Dot 4 im —— 4e
lim ) limx'—e ) lim S 4 lim e s
. e.v' =y 6,lr--l L
) imoert O Mmpmy 7 lmxet 8 limF

9) lim (4x” = 1)e™

Fonctions exponentielles § 17
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| Exercice £}

Calculer les limites suivantes :

ipe=tes N M
1 ]'m X )_1'.% sinx
2¢*+ 1
4 —1)(ex1—1) 5 €t 1
) xl_lmm(x )+ Ji5) lq"ma =7
7) lirpln(e"ul)—x 8)[¥_ir‘13 x—In|2¢*— 1]

| Exercice £K§
1) Montrer que : (Vx € |-o0;0]) ; |e*— 1] <] x|
etque: (Vx e[—1;0]) ; |2x*+ 3¢*— 3| < 5| x|

2) En déduire hm 2 +§§=H%

Exercice &3

Calculer les limites suivantes :
2105 0 bl
1) -(ll-ngtz + pnx

4) llm(-—&-—) avec m> (0 5) |lm(tdnx)"3“'_"f

6) l_i{n(x — 1)ex

T

=Rt
28—3

9) li

H*m

3) 11m(1+ 1 )

x—ta0

6) lim— X2

x—m x fln(l+\/x—1)
7) i ( O |7 5, v )"“"’ 8) lim et=i=ett
,(I--I-rpm ln(x+ l) x—1 COS(‘%‘X)
(Exercice &
Zx
1) Calculons hm——
Méthode 1 :
2x
H hafi e gy S
Soit xeR";ona: el -
Puisque : lim-ef =+oo et lime*=+oc, alors: lim T =400
] Xo—atioy X—etom
Méthode 2 :
2r el\'

4 -._e___ >
Soit xe R’; = =2 %

Posons 2x =X ; x —toc = X —+0
11:
Donc : ;hme? = xgrgmz X =+o00

18 { Fonctions exponentielles
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X=X " afeat -

i)
Soit x € |1;+oc[;0na: 2§+1 = ﬁ_x‘fxﬁ

Pour }%_—_x; posons x’ —x =1

X=X !
Ona: li g

s
; = llm—— =+c0
r—txaX —X Sk

l"llzxﬁ = J_*rizx = lim 5 =+o0

Donc: lim S

Méthode 2 :
Soit x € |0; + o[ ; on a :-—-—2?__:-]* = mﬁ:h_:,, " e

— x=x _ In2x+¥1)
Etonasx —x—=In(2x+1)=02x+ 1)~ (2x+1 S 1 )

Puisque : lim Zx:-] = Ilm 2 lim-g— =+c0

st

In(2x+1) _ In

et:xljl_r_lnﬁ 2x F1 ,li[.rl! = (et 11m(2x+1) +oc

alors: limx*—x—In(2x+ 1) =+

A—sFoo
Par Suite: li].n el.r’ )= In(2xr 1) — Allm e_\. =+oo
X=——=1c el
H . . '“‘ =
. — =400
Ainsi .‘_]_1_'[.1'1‘2 o
e!n‘-l
6) Calculons lhmu}-_;_l_
)"J:.ll Y 2 5
Soit xe R ;ona: 5% :(f&) o TP
x4 1 x .
e.\' : l 1“.'
Puisque : ‘_['.."",.,(_.F) =+oc, et JI_I‘I?‘I +}~._,- = 1, alors: ‘_l_'_fpm?:_'—]' o

7) Calculons: lim x”e™
Méthode 1:
Soit x€R";ona: x'e" = (xe*)* X e

Puisque : limxe'= 0 et lime’= 0 alors: limx’¢™ =0

X—a =00 X e A —o

20 ‘ Fonctions exponentielles
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Exercice

22 ‘ Fonctions exponentielles




Ona: lim2e*+1=5et lime*—2=0° (carx41n2"=>x>ln2 )

x-(n2)* | 2-{In2)* 5 2: fole 2 > 0
Donc: lim 2§:—_i—1~ =+
s~y € T2

6) Calculons lim(x — 1)e*7

i

Soit x € R _{l} :ona: (x—Dev = _gil
=1
X
Posons: %T Sy el e i (e l)e'a‘-‘-"l' & lim-‘% 0y
; L X too

7)Calculons limIn(e*— 1) —x
Méthode 1: Soit x > 0 ;ona: [n(e*— 1) ~x=In(e*—1)—Ine
il € :.1___) ST B

Puisque lime* =-+oo ; alors lim(1 — -ZZ;) = |; etlafonction In est continueen 1

donc: limIn(1 = 4) = In1 = 0 ainsi limln(e'~1)=x =0

Méthode 2:

Soit x > 0 ;

ona In(e'~ 1) —x=In(e"(1- L))-x
=lne'+In(1- L) —x (car vx>05e"> 0
:x+In(l—ér)—x=[n(1-%-) et 1"}1?>0)

Et puisque llrllll -‘"(;I'T =1 et In est continue en 1,

alors: 'I'ir‘rlln(e"— D—x=0

8) Calculons: lxl!i;pmx— In|2¢*— 1|

*Calculons: limx — In|2e*—1]|

Ona lime* = 0 ; d'ob lim|2e 1 |=1

ft In est continue en 1, donc : a_l_i‘_rrnlﬁlr1|2€"— L= Inli=10;

etona: limx =—o0

Koe—o0

Fonctions exponentielles i;n 23



Donc limx — In|2¢*— 1|=—o0

-

* Calculons limx — In]2¢"— 1]
Soit x>0;o0na:2"—1>0
et x—In(2¢*—1)=x— ln(e"'(2 —g—‘))

—me*—tn(z—z})

2~

Puisque : lim2 —‘!? = 2 et la fonction In est continue en 2

Fhom e

alors : limin(2— 1) =n2 dod : limin(2 1) =—1n2

=t ¥—too

Ainsi limx—In(2¢*— 1) =—1n2

x—~+m

e —3e*+4
9) Calculons ]irpm“W

. e*—3e'+4
» Calculons lll’n'*“‘"z"-‘e.‘; =

On pose e¢* =1 ; onaalors:

e —deiidea o3t hd L
Tnasyien m il 5= lingy Sdoo
* Calculons llm——i—é—ie—éti : limf—z%,gf—;;i=“% (car lime"=0)

Exercice £11

1) Montrons que : (Vx € |—o0;0]) ; |e*— 1| <] x]

Soit x € |-o0;0];0na: x <0 e e < |
=e'—-1<0

Donc: |e'—1|=1—¢" etona: |x|=—x

Montrons donc que : (Vx € |-o0;0]) ; 1 —e'<—x

On considére la fonction u définie sur |—o0:0] par: u(x) =e'—x—1

La fonction u est dérivable sur |—oc0;0] et (Vx € J-oc;0]) ; t'(x) =e"— 1
Onadonc: (Vx e |-o:0[) ; u'(x) < 0

D’oli: la fonction u est strictement décroissante sur |—o0;0]

24 ‘ Fonctions exponentielles
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el“‘ L G e!.\' e.r:-ﬂ Sl 1 —f )

Donc ; = (t+ I)eau-z
cos(-’g-x) it sin(%t)
: er‘ﬂ_l_* Lei—=T1 =)
Comme : lim=75—— = lim=— =1 (enposant h =1 +1)
i _[ 2 - +2 )
de plus: e =% llm(f'l' })ezr 2= g2
e sin(%t) )
’ e i 1 ___r i 232
Donc : lim < - (t+ 1) =—=—
e irileRel sin(-g"r) Z
S L) 3 2
Par conséquent : lim %< =—%§§-
ol cos(~2-x)

_F\ Dérivation - Courbe de la fonction exp

Dans le plan rapporté au repére orthonormé (0;7 ;] ), la courbe de la fonction
exponentielle est le symétrique de la courbe de la fonction In par rapport a
la droite d’équation: y = x

4 s

(Clu)

ey

£
2"

.i

\_ y

o La fonction: x — ¢* est dérivable sur R eton a: (VxeR) ; (¢f)=¢'

Conséquence:

» Si une fonction u est dérivable sur un intervalle I de R, alors la fonction:
x— " est dérivable sur I eton a: (Vx € I); ()= u'(x)e™

Si 1 est dérivable sur un intervalle / de R ; alors les fonctions

primitives de la fonction: x — u'(x)e" sur J sont les fonctions définies sur

[ par; x — "+ k ; avec k un nombre réel.

Fonctions exponentielles % 29



_Exercices d’application

Etudier la dérivabilité de f, puis calculer sa dérivée dans chaque cas :
1) f&x)=(x+1)e" 2) f(x)=x+2~eT4f_:§ 3) flx) = e+
4) fx)=Qx+Der  5) f=In(le—1)+x  6) flx) =xex"
7) f(x) = Infe"— ) 8) flx) = Je*—e*
[Exercice 1%
Soit h la fonction définie sur R par: A(x) =1—x+ xj —g
1) Calculer pour tout x de R; A" (x) et A" (x) et déterminer A(0) et A" (0)
2) a) Montrer que (Vx € R") ; 0<h"(x) <x
b) Déduire que (Vx € R") ; 0 < h(x) < %1
3) Soit f la fonction définie sur [0; + oo par:
flx) = 'l;xr‘i x>0
f(0)=1

Montrer que la fonction f est dérivable a droite en 0

Exercice &13

On consideére la fonction f définie sur |e; + oo par: f(x) = szc-

1) Montrer que f est une bijection de [e; + oo| vers un intervalle J que l'on

déterminera

2) Montrer que : Va; b et ¢ de |e;+oo|; b < ¢ = a’ < a”

Exercice &1

n k
Montrer par récurrence que : (Vae€N) ;ona: ¢ > Zﬁ—, ou x>0

k=0

Exercice £

l;)e““ et soit (C))

la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;i:/)

On considére la fonction f définie sur R", par: f(x) = (I -

30 ﬂ Fonctions exponentielles



1) a) Calculer les limites aux bornes de R’
b) Déterminer les branches infinies de (C))
2)a) Calculer f’(x) pourtout x de R’

b) Dresser le tableau de variations de f

¢) Déterminer I'équation de la tangente (7)) a la courbe (C;) au point d’abs-
cisse 1

3)a)Montrerque: (VxeR’) ; f"(x) = (Jg:-—l)-(gw)—e’

b) Etudier la concavité de (C,)

4) Tracer la tangente (7)) et la courbe (C;) dans le repere (0;7;))

Exercice &3
Partie A :

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = ﬁ%+ In(1 +¢&%

et (C,) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7:/)

1) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations

2) a) Etudier la concavité de (C))

b) Vérifier que pour tout réel x,ona: f(x) = 1:_—let FabIn(l+e?)

¢) Etudier les branches infinies de (C})

3)Soit 4 la fonction définie par: (Vx € R) ; A(x) = f(x) —x

a) Etudier les variations de 4

b) En déduire la position relative de la courbe (C;) par rapport a la droite (A)
d'équation y = x

4) Construire (C;) en mettant en évidence la tangente a (C,) au point d’abs-
cisse 0

Partie B :

Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = 1 -+ In(1 +¢9)

et soit (I") la courbe de g dans le repére (O; T,f)

1) Vérifier que: (Vx € R) ; gx) = 1 +f(x)

2) Déduire:
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a) Le tableau de variations de g
b) La concavité de (I")
c) Les branches infinies de (I")

d) Tracer (I')

A Solutions 4 \
1) fx)=(x+1)e"
* Ensemble de définitionde f : D, = R

e La fonction f est dérivable sur It ; comme produit de deux fonctions déri-
vablesetona: (Vx€R) ; f(x)=e " —(x+ 1)e"=—xe"

i —ode
2) f(x)—x+ e +3

* Ensemble de définition: D, = R

e La fonction f est dérivable sur R, etona:

4e*(e* +3) —4e'(eY)
(er+ 3)2

[9e% le=ad)y

= 1 "“(e_‘-+3)2 3 (er+ 3)2

(VxeR) ; f)=1-
3) flx) = e

« Ensemble de définition : D, = |—o0; —2[ U |- 2; + oo

e La fonction f est dérivable en chaque point de D,

Etona: (Vxe€ D)) ; f'(x)= G"‘:’E""?'_)Teﬁ%

4) f(x) = (2x+ 1)er

e Ensemble de définition : D; = |—oc;0[ U 0; + oo|

e La fonction f est dérivable en tout point de R".

(VxeR) ; f(0)=2e+2x+1)xX— = e,_sz x2x Lot
5) fx) =In(je*—1[) +x

e Ensemble de définition: D, =R’

* La fonction f est dérivable en tout point de R'
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b) Déduction
On considére la fonction ¢ définie sur R' par: ¢(x) = h'(x) — 321
la fonction ¢ est dérivable sur R*, etona: (VxeR") ; ¢’ (x) =h"(x) —x
D'aprés la question 2) a) (Vx € R*) ; ¢’ (x) <0
doli la fonction ¢ est décroissante sur I'intervalle [0; + oo|
Donc: (Vx €[0: 4+ ) ; ¢(x) < ¢(0), or @(0) =0
Dou: (Vx €[0; +o0) ; A () < _:51
Etona d’apres 2) a) (Vx €[0; + x[) ; 1 —x <e™ clest-a-dire 0 < A4’ (x)
nnnc;(\-/xe-:[o;Jroo[);osh'(x)-..<.,i‘2i :
+On considére la fonction ¥ définie sur R" par: ¥ (x) = h(x) —%
la fonction ¥ est dérivable sur R*; etona:
(VxER): ¥ @ =H@-%
daprés ce qui précédeona: (VxeR') ; ¥' (x) <0
d'ou la fonction ¥ est décroissante sur R*
Par suite : (Vx € R*) ; ¥ (x) < ¢ (0)
0r: (0) = 0 dois: (v [0 +oo) 5 AL
etona: (VxeR) : K (x)=0
d'oti la fonction 4 est croissante sur IR
parsuite : (Vx € R") ; h(x) = h(0) et h(0) =0
dou: (VxeR') ; h(x) 20
ainsi : (Vx€[0;+o0]) : 0L h(x) < %3

3) Montrons que la fonction f est dérivable a droite en 0

L) HO) e oo

*Soit x € J0; + oof ; on x—=0 NI

etona:ogh(x)s—"g;d'ou: O<1-wt5—ei<?
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==kt
Donc : —le- < I(%)_—fo(_)— < %: = é pour tout x de [0; + oof

Puisque : lm'}(— 15) = hfrn]( %" = :lf) =__é_
f&) = f0) _

alors:: lim~——— cel
2 x—:0 2

x—0"

Donc la fonction f est dérivable a droite en 0 et f7(0) =—-‘]2—

Exercice 415
1) La fonction f est dérivable sur I'intervalle le; + o] et,ona:

1-In@)

(vxelg+ol) ; fO)=—

Ona:x>e< In(x)> 1
= 1l—In(x) <0

Donc: (Vx €[e;+oo]) ; f/(x)<0
D’oli la fonction f est strictement décroissante sur [¢; + oo
ainsi la fonction f est continue et strictement décroissante sur [e: + oof

D’ol f est une bijection de [e; + oo[ vers J tel que :

J = flle: + ool) = | lim f(x)if(e)| = ]0,%,] (car: lim l%£ =0}

X—hoe

2) Soit a; b et ¢ des éléments de l'intervalle [¢; + oo
Puisque f une bijection de [e; + oo| vers ]0; -:}]

et f est strictement décroissante sur [e; +oo[; ona:

b < c e f(b) > flc)
In(b) . In(c¢)
S c

< cIn(b) > bIn(c)

—a ecln(!:] > eblulnl
= b >
Et puisque la fonction x — a* est une fonction strictement croissante sur

10; + o[ car @ > 1 alors b° > ¢* = a” > a
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Exercice 413
- Initialisation: Pour n = 0
Linégalité proposée est vérifiée pour n =0 car Vx> 0, " > 1

-Héridité: Soit n € N ; supposons que: ¢* > g%

[l Y 3
et montrons que ¢* > Z%,ﬂ
k=0 AL
On considére la fonction f définie par f(x) = e — Y, £1 ;xeR
k=0
nhl =1 ntl k-1

Ona: f(0)=0etVx>0; f(x)=e¢" —Z k' = of — ;(k o
Jt
— e.r LT _
£=0 k!
Dapres I'hypothése de récurrence, ona: Vx € R'"; f(x) > 0
alors f est strictement croissante sur [0; + oof
k1
dou Vx > 0; f(x) > £(0) ainsi: Z"f—
=0
ntl k
donc: e* > Z}-
La propriété est vraie pour n + 1

D’aprés le principe de récurrence (Vrn e N); ¢* > Z}x— ol x>0.
k=0

1) a) Calculons les limites aux bornes de R’ ;

* Calculons lim f(x)

Ona: llrp(l —%)— 1et l_lme = (0; donc: ]irpf(x):O

* Calculons lim f(x)

Ona: Iim(l —-I—)*: 1 et lime® =+o0; donc: llmf(x) =+o0

X—too X X—too x—+to

* Calculons lim f(x)

Ona: lim(l —%) =+co et lime* = 1;donc: limf(x) =+oc

x—0 x—0 x—0

* Calculons lim f(x)

x—0

Ona: lim(l _1}) =—o0 et lime* = 1;donc: lim f(x) =—
x—0° X0

x—e0
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b) Les branches infinies de la courbe (C))

eOna: 'li_rpm Jf(x) = 0; donc la courbe (C,) admet une asymptote d’équation
y=0 aﬁ voisinage de —oc

eOna: ‘lin‘}f(x) =+o0 et ‘Iirﬂf(x) =—00; donc : la courbe (C,) admet une
asymptote d’équation: x =0

*Ona: lirp f(x) =+o00; donc la courbe (C;) admet une branche infinie

e Calculons lin+1 f—%)

: i (x) x
Soit x € ]0; + oo[; ona: ix— =(1 #%).6’7

; e 1 el fle)
Puisque: llm 3 =+o0 et ‘lupml —% = 1;alors: rlg_rpm =0

Donc: la courbe (C;) admet une branche parabolique de direction I'axe des
ordonnées au voisinage de +oo

2) a) La fonction f est dérivable en tout pointde R"; etona:

(VxeR'); f(x)= ze +(l~]§)-e‘=ex(%~1§+1)=-‘£:;xgj—1~'e"

b) Tableau de variations :

Ona:(vxeR); x¥*—x+1 ﬂ(x— é)‘! 5 dou f'(x) > 0 pour tout x
de R

Ainsi, le tableau de variations de f est le suivant :

X —o0 0 +oo
f’(x) -+ +

+oo +o0

c) Equation de la tangente (7)
Ona: f(1)=0 et f'(1) = e; d’ou I'équation de la tangente (7) est :
y=elx—1)=ex—e

3) a) La fonction f est deux fois dérivable en tout point de R™ (a vérifier)

Etona: (VxeR) ; (xz xf-ﬂ) (1“%+x“2)’=-£y*%=x;‘2
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Ona: liml+e"=1 etlafonction In est continue en 1

e 1

Donc: limIn(l +e¢)=In(1)=0;etona: lim1+€ ==1

X D2 X—==02

D'ou: lim f(x) =—
e Fonction dérivée

La fonction f est dérivable sur R;etona:

o e e _etee+l)  e=+2e
(VeeR); FO=roy t e* T~ @+D7 ~ @+ 1)

Ona:(VxeR); ff(x)>0

D’ou: la fonction f est strictement croissante sur IR
Ainsi : le tableau de variations de f est le suivant :

Pl e o0 +o0

@) | w2

2) a) Etudions la concavité de (C))
La fonction f est deux fois dérivable sur R etona:

(2™ + 22" (e + 1) — (¢ + 2e)(2) (e + 1) (e)

(VxeR) ; ff(0)=

(e*+ 1)
L 2
2{’[(@ +(;)+1(JL: +2E)J (82_';1).1(8 +2¢"+ | —e*™ "’231)
o
(e*+1)

Ona:(VxeR): f(x)>0

Dol : la courbe (C,) admet une concavité dirigée vers les ordonnées positives
((Cy) est convexe)

b) Vérifions que pour tout x de R; f(x) = z;;_—_g—l—+x +In(l +e™)

Soit x € R;ona: f(x)= ?T_l_l—l+ In(e*(e™+ 1))

=
TE+1

(carvxeR ; e>0ete™+1>0)

+Ine*+In(e”+ 1)

=—“——e:__+_ll +x+In(e™+ 1)
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¢) Etudions les branches infinies de (C))

*Ona: lim f(x) =—1; donc la droite d’équation : y =— 1 est une asymp-

tote horizontale a (C;) au voisinage de —

°Ona: lim(l+e™) =1 etlafonction In est continueen 1;

X—st

Donc limIn(l1+¢™) =0

X—etm

Ainsi : Il_i_r_pm(f(x) —x)= ,l_iTm(Hl_-ll-—y‘ +In(1 + e"‘)) =0

D'ou la courbe (C;) admet une asymptote oblique d’équation y = x au voi-
sinage de +oc

3) a) Etudions les variations de A

s 'ensemble de définition de s est IR

¢ Les limites

lim h (x) = ,l_i_’l(f(x) —x) =0 (d’aprés 2)c))

limh(x) = lim (f(x) —x) =+oc0

* Fonction dérivée

la fonction h est dérivable sur R, etona:

(V2 ER) ; K@ =F ()~ 1= G757

Donc A est strictement décroissante sur R
* Tableau de variations :
Le tableau de variations de h est le suivant :
X —00 +o0

h(x) =

‘oo —
h xﬂ
- - - - — - — 0

b) Déterminons la position de courbe (C;) avec la droite (A) : ¥y =X
La fonction A est continue et strictement décroissante sur R,

donc: J=h(R)= ] lim A (x); eqh(x)[ =10: + oof
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b) Concavité de (I")

Ona: (VxeR) ; g @) =f"(x)

Donc: (C) et (I") ont la méme concavité

leurs concavités respectives sont dirigées vers les ordonnées positives

¢) Branches infinies

Ona: xl_i_rpmg.(x) = (), donc I'axe des abscisses est une asymptote a la courbe
(T') au voisinage de —oo

Soit x € ]0; + o[ ; on a: xlj{l‘m(ﬂx) —x)= 0 donc: xl}_rpﬁ(g(x) —x—1)=0
Donc : la droite d’équation : y = x + 1 est une asymptote oblique a la courbe
(") au voisinage de +oo

d) Construction de (I') (voir figure précédente)

Exercices de synthése
Exercice 4L
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0;7;7).
I/ Soit g la fonction définie sur Vintervalle 7 = ]0; + oo| par: g(x) =1—x—e™
1) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations.
2) a) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique @ sur
etque : _1%2_ <a<l
b) Déduire le signe de g(x).
I/ Soit f la fonction définie par 7 = ]0; + oo| par: f(x) = x\&’i‘.—al

1) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur I'intervalle I et que:

(VxelD); f () = ff"_—_l—g(.lf)

X —

b) En déduire les variations de f.

2) a) Calculer 11131 f(x)

b) Montrer que : (Vx € I);In(f(x)) = -}r—(l +x1nx)+-12~ln(l —e%)
c) Déduire lilg}f(x); puis dresser le tableau de variations de f.

3)a) Montr:a_r que: (Vte[0;1]);0<e—-1=<et

b) Montrer que : (Vx €[0;1]);1 +x<e" < 1+x+ %xz
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c) Déduire que : (Vx €[2;+o0[);0 < (f(x)) — 2x < 2¢

4) Soit ¢ la fonction définie sur / par: ¢(x) = V2x

a) Déterminer le signe de f—¢ sur lintervalle [2;+ oo puis calculer
_.-l.i.'fi(f_ @) (x)

b) Donner une interprétation géométrique a ce résultat.

5) Tracer la courbe de ¢ etde f dansle méme repére.

(On admet que ~ 1,3 etque: f( ) 2,5)

Exercice &0

On considére la fonction f définie sur [0; + oo[ par: {f(x) s i

f0)=1

et soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7;)).

1) Calculer lim f(x)
2) Etudier la continuité de f a droite en 0.
3) a) Vérifier que : (Vx €]0;+ oo|) ; VG2l R et

= nx
b) En déduire la dérivabilité de f a droite en O et interpréter géométrique-

X xlnx

ment le résultat.
4) a) Montrer que : (Vx € ]0; + o) ; ' (x) = f(x)(1 + Inx)
b) Déduire les variations de la fonction f .
5) Déterminer la branche infinie de la courbe (C).
+ 6) Tracer la courbe (C).

| Exercice £X1
Partie A:

Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = “1-*_-'_-%7— ln(-—-i-;)
1) Etudier les variations de la fonction g.

2) Déterminer le signe de g(x) sur R.

Partie B: |

+e W
On consideére la fonction f définie sur R par : f) = ("_2‘ ) ix#0
f0)=ye
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et soit (C;) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7;/).

1) Calculer Ii;:nf(x) et Iir_nf(x), puis interpréter les deux résultats.
2)a) Montrer que f est continue au point x, = 0.
b) Montrer que f est dérivable en 0.

3) a) Montrer que pour tout x de R ; ona: f'(x)= -;—zf(x).g(x), puis

dresser le tableau de variations de f.

b) Construire la courbe (C;).

Exercice ]
Partie 1:

On considere la fonction g définie sur 7=[0;1[{U]l; + o[ par:

2x
x—1

glx)= Injx— 1|+

etsoit (C') la courbe représentative de g dans un repére orthonormé (0;7;7).

1)a) Calculer limg(x); limg(x) et limg(x).
x—+oe x=]¥ x=1"
b) Déterminer les branches infinies de la courbe (C).

2) a) Dresser le tableau de variations de g, puis déduire le signe de g(x)
pour tout x de /.

b) Etudier la concavité de la courbe (C) et préciser son point d’inflexion.
¢) Tracer la courbe (C).

Partie 2:

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie pas :

{f(x)=!x2—1|”;x9é1etx:;é—l
f)=0

et (') la courbe de f dans le repére (0;7;)).
1)a) Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f .

b) Montrer que f est continue en 1.
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c) Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de D.
2) Déterminer les branches infinies de la courbe (I").
3) a) Montrer que : (Vxe D —{1}); f (x) = 2f(x) X g(x?)

b) Déterminer le sens de variations de la fonction f sur D.
2alnlx=1 |

g e 0; puis montrer que f est dérivable en 1.

4) a) Montrer que lin|1-

b) Dresser le tableau de variations de f, puis tracer la courbe (I").

| Exercice £}

On consideére la fonction f définie sur R par: f(x) = ﬁ—‘—é;

1) Montrer que "équation : f(x) = x admet une solution unique @ dans K
et que :l,j <a <l

2) Montrer que : j([flz-, l]) C [—12—; I]

3) Calculer f"(x) pour tout x de R puis déduire que :

(Vxe[%—;l]);o <f'(x) <k avec k = a _ﬁ;‘)?

=5
Mu—2

4) On considére la suite (1,) définie par : {
(Vﬂ E N);uuli =f(u.u)

a) Montrer que : (Vn EN);% <u, <1
b) Montrer que : (Ve e N);|u,—a|< lfk" puis déduire que limu, = @
EEEEY 24

Soit n un entier naturel non nul, et f, la fonction définie sur R" par:
Hx)=1-
1) Calculer lianﬁ(x) et £(0).

2n kg
x+n

2) Etudier les variations de f,.

3) Calculer f.(n) puis déduire le signe de f.(n).

4) a) Montrer par récurrence que : (Vane N*);e"' > 2n+1
b) En déduire le signe de fi(n+ 1)

¢) Montrer que I'équation f;(x) = 0 admet une solution unique @,
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avecn < &, <n-+1

d) La suite (@,),, est-elle convergente?

Exercice 13

On considére la suite (u,) définie par: J# = 1
(Vn (= N) 3 Upr1 = un(f_""

Onpose: S, = Zu;, pour tout n de N.

p=0

1)a) Montrer que : (Va € N);u, > 0
b) Déduire les variations de (u.).
¢ Montrer que la suite (u,) est convergente, et déterminer sa limite.

2)Montrer que (Vn € N); u,., = ¢ ™, puis en déduire lims, .

n—-tao

EEEEY 26
1)a) Montrer que : (Vxe R);e*>1+x

b) En déduire que : (V7 € |-o0;1]) ;e < ']"l:t‘

2) On considére la suite numérique (u,) définie par :
(VneN);u, = (1 + 715)"

a) Montrer que : (Vn e N); (l + %)’ <e< (1 - :IT) ”

b) En déduire que : (Ve N");0 < e—u, < % puis calculer limu, .

n—-+too

(Exercice &/

Partie A:

On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = xe T et (C) sa
courbe représentative dans un repére orthonormé (0: }?;}’).

1) Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variations.

2) a) Donner léquation de la tangente (A) a la courbe (C) au point d'abscisse O.
b) Etudier la position relative de la courbe (C) et la droite (A).

¢) Construire la courbe (C).
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Partie B:
On considere la fonction g définie sur R" par: g(x) =e¢*—x— %

1) Etudier les variations de g sur R".

2) Montrer que : (Vx = [%, + oo[) A e = g—

Partie C:
On considere les deux suites (u,),., et (v.),., définies par :

(Vne N');!“" =2/ :

.
Vo = U, T 2e 4

i+ (n+ :“‘
1) Montrer que : (Vhn e N') ;v — v, = 2(%—3 - e'z'TL)e Sy

2) Déduire en utilisant la partie Bque : (Vn€ N') ;v — v, < 0

3) Montrer que les deux suites (u,),., et (v.),., sont adjacentes, et soit ¢
leur limite commune.

4) Montrer que : [u; — 0| < 10™ (c’est-a-dire : u; est une valeur approchée
de ¢ a 107 prés).
(Exercice 41y

Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = ¢*—2 et (u,) la suite numéri-

n€N);iu = fu)

1) Montrer que '‘équation f(x) = x admet deux solutions @ et £ tels que:
l<a<2 et—2 < B <—1

2) a) Montrer que : (Vhe N');u, €[—2;— 1]

s i Ll
que définie par : {(V

b) Montrer que la suite («.) est strictement décroissante.
3)a) Montrer que: (Vxe[—2;—1]);| f )| <e
b) En déduire que : (Vx €[—2;—1]);| fx) - B| < -é—lx—m

4) a) En déduire que : (Yn e N);|u,— B < 5(}1} )u

b) Montrer que (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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Exercice £1-1;

Soit n un entier naturel non nul. On consideére la fonction f, définie sur

0; + o[ par: f£i(x) =€ ; 1, nin(x), et soit (C,) la courbe représenta-

tive de f, dans un repére orthonormé (0;7;/)

1) Calculer les limites 11r+r°1° filx) et lixg] f(x)

2) Etudier les branches infinies de TC,)

3)a) Montrer que: (Vx€R);1+(x—1)e*=0

b) Déterminer les variations de f;, et dresser son tableau de variations.
4) Etudier la position relative de (C,) et (Cii1).

5) Montrer que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe B dont on
donnera les coordonnées.

6) a) Montrer qu’il existe un unique réel @, de l'intervalle [0,2;0,9]
telque: £(a)=0

b) Montrer que : (Vne (N —{1})); fi(ay) < 0

¢)Montrer que : (Vn € (N'—{1}));(3!a. €[a;;1]); £i(a,) =0

7)a) Montrer que : (Vx € |0;1]); Ly pbe

X
b) En déduire que : (Vn € N°); In(a,) = 1 ; €

¢) Déduire la limite de la suite (@,),-,

8) Tracer dans le méme repére (0;7;/) les courbes (C)) et (C,).

biercice £1)

Partie 1;

On consideére la fonction f définiesur R par: f(x) =1—x¢™

et soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; _1";:.'r )
1) a) Calculer }ir}lf(x) et xl_i_[_'[lf(x)‘

b) Etudier les branches infinies de la courbe (C).

2) Etudier les variations de f .

3) Montrer que I'équation : f(x) = 0 admet deux solutions @ et 5,
tellesque 1 <@ <3< f

4) Tracer la courbe (C) ; (onprend @ ~ 1,9 et 8 ~ 4,5)
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Partie 2:
Soit n un entier naturel telque: n = 4
et soit f, la fonction définie sur R par: fi(x)=1—x"¢"
1) Dresser le tableau de variations de la fonction /. suivant la parité de n.
2) Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet deux solutions u, et v,.
tellesque 1 <u, <n<v,
3) a) Montrer (Vn = 5); fi(u,-1) = (ta-)" '™ (1 = tty-)
b) En déduire que (Vn = 5); fi(u,1) < 0
c) En déduire que la suite (u,),., est décroissante et qu’elle est convergente.
4) On pose u = ,]Efrl“"
a) Montrer quer: (Vn=24);1—u'e 20
b) On suppose que u > 1, calculer lim1 —u"e

nesboc

c) Déduire la valeur de u.

BT 31
Partie A: On considére la fonction f définie sur |0; + oo par:
[f(x) (x+2)e F;x> 0
f0)=

et soit (C)) la courbe représentative de f dans un repéere orthonormé
(07 ;7) (unité 2cm)

1) a) Montrer que [ est continue a droite en 0.

b) Montrer que f est dérivable a droite en 0.

c) Montrer que f est strictement croissante sur |0; + oo| .

2) a) Calculer ,Iiﬂf(x)‘

2
b) Montrer que (w?O);OQe“’H—l 12
¢) En déduire que : (Vx>0);—~<f(x') XS 4 _2

X
d- En déduire que la courbe (C,) admet une asymptote oblique (A) dont

on donnera une équation

3) Tracer (C;) et (A)

Partie B: Soit n un entier naturel non nul

On considere la fonction f, définie sur [0; + oo par:
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f)=(x+ %—)e"ﬁ' ;x>0

£0)=0
1) Montrer que f; est dérivable a droite en 0.

2) Etudier les variations de la fonction £, sur l'intervalle [0; + oof .

3)a) Montrer que : Pour tout n de N" ; I'équation f(x) = % admet une
seule solution @, sur l'intervalle ]0; + oo .

b) Montrer que : (Vx € ]0; + oo]) ; (Va e N); £i.1 (%) —-n—_%_—l- > £i(x) —-,2;
¢) En déduire que la suite (a.).>: est décroissante puis montrer qu’elle est
convergente.

On pose a = lima,

d) Montrer que z\z‘n e N);na, = 24— 2.

e) Montrer que a = 0

Exercice &)

Soit n un entier naturel non nul et différent de 1.
On considére la fonction numérique £, définie sur R* par: f(x) = ‘31%"
etsoit (I',) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;J)
1- Calculer les limites de la fonction f, aux bornes de R’
2-Soit ¢, la fonction définie sur R par: ¢,(x) =n— (I + %)e*f
a) Dresser le tableau de variations de ¢,
b) Montrer que : (El!x,, €0, +o[);c(x)=0
¢) Déterminer le signe de ¢,(x) sur R’
3) a) Dresser le tableau de variations de la fonction f, sur R
b) Montrer que : f(x,) < 0 et déduire que : (Ella,‘e ]O.x,,[);j,;(a,,) =0
4) a) Montrer que : x, = Senbo s
nfr )
b) En déduire que la suite (x,),., est décroissante qu’elle est convergente
c) Déterminer 'rljr}lmxn

5) Déterminer la position relative des courbes (I',) et (I";).
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Exercice T

I/ 1) Etudions les variations de g sur l'intervalle 7= ]0; + oof .

La fonction g est dérivable sur I'intervalle I comme somme de deux fonc-
tions dérivablessur / (x — 1 —x et x ——e ™)

Etona: (Vx€]0;+oo]); g () =— 1+ 2™

Soit x € [ -g’(x)=0c=oe"2‘=%— -g'(x)>04=be"">%

D’ols le tableau de variations de g est le suivant:

x 0 % +oo [ Ona: ® Jl{tL.r‘Ij]g(x) =0
gt - « limg(x) ==
1=1In2

'80/2\_‘00

- 2) a) Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique @ sur [ :

52

e Sur l'intervalle ]OM] la fonction g est continue et strictement crois-
sante, donc elle réalise une bijection de ]O In2 vers ]0;1:_211’1_2_]

ln2)

Donc : (Vx (= ]0 ;8(x) >0

Ainsi ; I'équation g(x) = 0 n’a pas de solution sur ]0,1—%2-]
e Sur l'intervalle ]l'-lzl, L oo{ , la fonction g est continue et strictement dé-

croissante, donc g réalise une bijection de 12 4 oo[ vers ] e In2’

et puisque : 0 € ]—oo; 1=In2 [ ; donc I'équation : g(x) = 0 admet une solu-
tion unique « et que « e]mz [
In2

* Montrons que : sl

Ona: g(l)=—¢" et g(lr122)= 1—21n2
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Donc : g(l)Xg(ln2)< 0 ainsi : —152—2-<a' <1

b) Déduisons le signe de g(x) sur I'intervalle /:
Onalafonction g est strictement décroissante sur [%l i co[

oSi IraZ <x<aalors: g(x) > g(a)

d'ou: g(x) > 0 (car g(a) =0)
2Six>a alors: glx) < gla)
dot: g(x) <0
Dot le tableau de signe de g est le suivant :
2 =110 a +o0
g(x) + 0 8

i/ 1) a) Montrons que f est dérivable sur [:

2
¢ |a fonction .u: x — 2 est dérivable sur [, donc : x — e~ est dérivable sur 7.

X
: 2 . 2 i ;
¢lafonction x — e~ — 1 est continue sur [ et strictement positive sur I'in-

tervalle /.

donc la fonction : x —— y/ et — 1 est dérivable sur I.Et puisque w: x — X

est dérivable sur l'intervalle 7 alors: f= w.h est dérivable sur 1.

Soit x € /; calculons f' (x)

2 o 2 li

o ei—1— et
(.T'— A-—‘l+ = : X = f {1—- “ZFH-—I—
B ye i Jer—l i e e -x)

-l

b Déduisons les variations de f :

Ona: (Vxel);

f > 0, donc le signe de f'(x) est le méme signe de

ex —

g(%) d‘aprés la question 2)b)

vl)>0m0< L < e g(t)=0x=1
1

L a
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On a d'apres la question b)
(vte[o:1]);1+t<e<1+1+5¢
2

Soit x un élémentde [2;+oo[;0ona: x=>2,donc: 0 <= < |

=[N

On peut remplacer % par t dans la relation précédente
2 2+£.4 dou: sl -1)< 20+ 2
par suite : 0 < (f(x)) — 2x < 2e pour tout x de [2;+ oo|

4) a) Déduisons le signe de f— ¢ sur l'intervalle [2; + oo :

onobtient: 1 += <ei<1+-

Sur l'intervalle [2; + o[ ; ona: 0 < (f(x)Y —(@(x)), d'aprés la question
précédente donc ( f(x)) = (¢(x))

et puisque f et ¢ sont positives; alors : (Vx €[2;+ o]); f(x) = @(x)

» Calculons }ig}c(f— @)(x):

On a d’apres I1)3)c) (Vx €[2; + o0[) ;0 < (fx) — @ ())( f(x) + ¢(x)) < 2¢
et puisque : (Vx € [2:+ o0f); fx)+ex) >0

alors : (Vx €[2;+ o0[); 0 < flx) —p(x) < ?(Yj%ea}f

et puisque : lim ¢(x) = lim f(x) =+oo; alors : Iil;ﬂ(f(x) +@(x)) =+
et a0 2e o

douaim o o

D’apres les propriétés des limites et l'ordre : lim (fx)—®)=0

b) Interprétation géométrique :

Ona: lim (f(x) =~ ¢(x)) = 0 donc la courbe de f sapproche de la courbe

de @ au voisinage de +oc.

On dit que la courbe de @ est une courbe asymptotique de celle de la cour-
be de f.

5) Le tracé de la courbe de f etde ¢ :

* On a I'axe des ordonnées est une asymptote de la courbe de f.
e La courbe de f admet une branche parabolique de direction I'axe des abs

cisse au voisinage de +oo. (car lim fx) = limye -1 = 0)

] X x=too
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* la fonction @: x — ‘/ﬂ est une fonction usuelle.

d'olt les courbes de ¢ et f.

1) Calculs lim f(x):

X—teo

Ona: (Vx > 0);x*=¢e™; dou: lim x* = lime™

x—do x-too

Onpose: X = xInx; puisque : lim xInx =+

X-atoo

Alors: lime™ = lime* =+

x—+oo X—*oo

)) Etudions la continuité de f a droite en O:

Ona: f(0) = 1; calculons lxigge”'“”:

Onpose : X = xInx, puisque : lim xInx = 0, alors : lime™™

x=07 x-+0"

=lime* =¢’= 1
X0
Donc: lim f(x) = 1 = f(0); donc f est continue a droite en 0.
x=0"

3)a) Vérifions 'égalité demandée :

y ) ) : f(x) —_ 1 3 e.tln.\'__ 1 i e.tlll.t —1 xlnx = ex]n.r —7
Soit x € ]0; + o[ ;on a : A e L e e A T
b) étudions la dérivabilité de f a droite en O:

Anx

fli- AL W= R0) )
Smtxe](};+oo[;0na:ﬂx_{) = - zcxlnx JInx
Ona: lim Inx =—oc0 et lim xInx = 0; donc : lim el lim e —1_ 1
- x-0 x=0" i 5 ) XIHX X--0 X
Xlnx.__
eti[;;? Inx =—o0; donc : al;!.T e Jdnx =—o
=G0
Ainsi : 11T—x- i

Donc: f n’est pas dérivable a droite en 0.
Interprétation géométrique :
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La courbe de la fonction f admet une demi-tangente paralléle a I'axe des
ordonnées (verticale) au point A(0;1).

4) a) Calculons f”(x) pour tout x de |0; + oof :

Soit x € |0;+ o[; 0na: flx)=e"™

La fonction u: x — xInx est dérivable sur J0; + oo

donc la fonction f= expou est dérivable sur |0; + oo|
etona: (Vx € 0; + x[); f (x) = &’ (x)e"™
ona:u(x)= Inx+x.31|C = In(x) + 1

dou: f'(x) =(Inx+ 1)e™ = (Inx + 1)f(x)

ainsi: (Vx> 0); £ (x)=(lnx+1). f(x)
Puisque : (Vx > 0); f(x) > 0, alors le signe de f’(x) est celui de In(x) +1

o ff(X)=0e=1+Inx=0 e ff(x)>0e=1+Inx>0
= Inx=—1 = lnx>—1
gx=e|=%— ¢=>x>el

«=»x>-—l;

Ainsi le tableau de variations de f est le suivant :

x 0 l? + o0
Sw - 0+
| 1 +oo
| f \e"" /
. | s

5) Déterminons la branche infinie de (C):

Ona: lim f(x) =+oo, calculons lmf%f‘i

&L Rt T iy
Ona: lim Inx =+o0 et lim elﬁ'x = lim %{=+ao (avec X =xInx

X=too K=t Netm £

Soit x € |0; + o; fgf) =

et x -+o0 &= X —-+)

flx)l S

Donc: lim*——=++o0
x--too x
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Ams: la courbe de f admet une branche parabolique de dlrectlon I'axe

| des ordonnées au vmsmage de Fo0.
6)Letracé de (C):
Mal~04a
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Interprétation géométrique :

Ona: ll”l f(x) = e; donc la droite d’équation : y = e est une asymptote
alacourbe (C,) au voisinage de +oo

et h"l f(x) = 1, donc la droite d’équation : y = 1 est une asymptote
alacourbe (C,) au voisinage de —o

2)a) Montrons que la fonction f est continue en x, = 0:

i i ln(ex;l)l |
Soitxunréelnonnul;ona:Em( e)“ ><-2—><-e——

2 ljlgi_.l X
2
1+e*
x In( )
o loes e 2h ) St
En posant : t==7% —;ona: 1_351 EE o —l‘l_l'll’l P il |
2
et 'Irip;-e ; L 1; donc; par produit on a : l_vi_m% ln(ljé-g“) = %*
Et puisque la fonction exponentielle est continue en %;
onaalors : liI'lol flx) = lil‘El enl5) = b = Je = f(0)
Par conséquent : f est continue en x, = 0.
b) Montrons que f est dérivable en O:
Soit xeR";ona:
S 1 1+¢* 1
[-f0)  erdfel b . grm¥hE_g #n(5%)-7
r-esue X TR 1, (1+e")___ X
¥ WD 2

On pose : rz-!fln(l »;e“)_%_}on ax—0=17—0(dapres «*» dela

question 2)a) )

tnf155)- B
dol lﬂl%;:l "2"2.31.)]__1_2__; l:l_l’}.;le 7 L 1
e 1; (1 ée'}—% . 2m(*1—:ifi)—x . ln((l -;e;};)—ln(e‘)
_In(e—¢*+2)—1n4
2%

_[In(e*—e*+2)—In4 e +ter—2

_( (er—e*+2)—4 )x( 2x* )

ronctions exponentielles |
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62 ¢

Onpose:t=e¢"+e*+2;0naalors: x - 0e=1t—4
In(e*+e™+2)—In(4) In(t) = In(4)

D'oti : lim @tet2)-4 - lim=—~=7 =(In)'(4) =

(e*+e —2) e*(e* — 2e" +1) e (e'“l)2 e —1
Ona- 2x2 zxz 2x2 2( X )
Puisque : lim = = s l et lim——x =-12—; d'ols : l‘i_l}',l'e_-’-{_x"i:'_z* o)
alors : llmf(x)—f—(glu,/_xlx4><% ’/8;

Donc : la fonction f est dérivable en O et f'(0) = -—85

3) a) Déterminons la fonction dérivée :
La fonction f est dérivable en tout pointde R, etona:

(VxeR');f’(x)=(—;leln(1_Ee")+i X & )Xf(x)
= (7% - (15 ))Xfw

= ;12-3 () X f(x)
» Tableau de variations de f:
Pourtout x de R';ona: g(x) > 0 et f(x) > 0;dou: f'(x) > 0 pour
tout x de R’
Ainsi le tableau de variations de f est le suivant :
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[Exercice £5)
Partie 1:

1)a) e Calculons Iimg(x) :

Ona: 11m|r—l|““11m(x—1) +o0 et llrnln(X) =+o0;

X—==00 K=o

dlol ; l_u;nlnlx— 1|=+00

gtona: 11]11‘;2':—6‘1' = [grlz?x = ,lfnl 2=2;

donc : r]frﬁg(x) = hmln|x 2x1 =400

s Calculons llrr_lg(x):

Soit x€ |l;+oo[;0ona: x—1>0; dou: g(x) g l)lr;(f;l)-sz

Onpose: x—1=1¢;o0naalors: lim(x—1)In(x—1)=lim¢In(¥) =0
x=17 =0

Donc:: lim(x — 1)In(x— 1)+ 2x = 2, et puisque : limx—l—l =40

(x—1DIn(x— 1)+ 2%
S e |

onaalors ; lim

=it

=+c0; ainsi : limg(x) =+oo
X 17
* Caiculons limg(x):
X"
ona: limlx—1]=0" et limIn(X)=—o0; dot: limIn|x—1]|=—
¥ea ] X—=0 x=—=1"
2x

Z= e

etona: Jltlrp P s
b) Déterminons les branches infinies de la courbe (C):

Ona: Eimg(x) =+o0 et li_xpg(x) =—00, donc la courbe (C) admet une
asymptote d’équation: x = 1.

etona: ‘l_i_plg(x) =+00; donc (C) admet une branche infinie au voisinage

de +oo.,

soit xe|l;+o0l;0na:x—1>0

&) e ) 2 lnlx=1) 2
X x Xl e = x gl

donc

Onpose: t=x—1;0na: x -+oc e -+

=} in
g
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B BT,

e X

HETERl I B 9 L :
ona: lin* 5= lim{1 =)= 1 et im 2

Par suite la courbe (C) admet une branche parabolique de direction I'axe
des abscisses au voisinage de +c

2) Calcul de g’ (x):

La fonction g est dérivable en tout pointde /;etona:

(Vvxel); g (x)= xl-l _(x—2~1)2 B (;:?)2

 Tableau de variations de g:

Le signe de g’ (x) sur I est celuide x — 3; d’ou le tableau de variations de g
est le suivant :

x 0 | 3 +o0 :
= - [ - b |
0 | +o0 + o0

o | \ | \ / |
B ool 3+4in2 |

e Le signe de g
- La fonction g est strictement décroissante sur [0;1]
donc: Vx €[0;1]; g(x) < g(0)

ainsi: Vx €[0;1[;g(x) <0

- La fonction g est strictement décroissante sur |1;3]
donc: Vx € |1;3]; g(x) = g(3)

et puisque g(3) > 0, alors: Vx € ]1;3]; g(x) > 0

- La fonction g est strictement croissante sur [3; + oo

donc : (Vx €[3;+ o) ; g(x) > g(3); d’oli: g(x) > 0 pour tout x de
[3: +oo[
ainsi le tableau de signe de g est le suivant :
‘ x e 5 +00
signe de g(x) : T . | * '

b) Concavité de la courbe (C):
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lafonction g est deux fois dérivable en tout pointde /; etona:
—x’+6x—5 _ —(x—5)x—1)

(vxel):g'(x) = Gl o
Doncon a le tableau suivant :
X . 0 | 5 + oo
g’ (x) - + 0 -
Concavité de la
_courbede g A0 - e a8

lafonction g” s’annule en changeant de signe en 5; donc le point d’abscisse
Setd'ordonnée % +In(4) est le point d’inflexion pour (C).
¢ lacourbe (C):

Partie 2: ___ o SRR :
1}a) Déterminons D :
NtreR; x€De=|x—1[>00u x=1
—|x*—1|#00u x=1
e(x#1letx#—1)oux=1
= xF—1
finsi: D = ]—o0; = 1{U]-1; + oo
o) Continuité de f en 1:
Ona: lim|x*~ 1]= 0" et lim In(X) ==o0; donc: lim In|x*— 1|=—o0
Ainsi: lim 2xIn|x* — 1| =—o0, et puisque : lim =0,
Alors : lim Vi)

Dot ; IAII]I] f(x) = [rlnl-l eltlnt.,-:_ll =0 =f(1)
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Donc: f estcontinue en 1.

c) Calculons lim f(x):

X=tec

Puisque : lxmlx -1|= I:m(x —1)=+c0 et lime* =+o0;

Xoaten

DOI‘IC g “m f(x) —] lim eZl'IllL\" -1 =40

x-=tan =t

* Calculons lim S(x):

Puisque : ll”ll —1|= .rli.r.rl(xZH 1)=+c et J_i_gllnx =+00;
Alors : lim In|]x*— 1=+

Dol : xli‘[rolgxln!x’ —1|=—,etona: Jinle" =();

Donc : lim f(x) = Ilt__nez‘“‘“”ll =0

X0

e Calculons Iir_nlf(x) :

Puisque : Iin‘{lx”— 1|=0" et lim In(X)=—o0, alors : lim In|x¥—1]|=-x
I—= X0

x==1

Ainsi : lir_n|2x1n|x3— l|=+cc;etona: lim ¢ =+o0;

Donc : llm flx) = ]lr_I}el"“l"!" L

x—-=1

2) Déterminons les branches infinies de la courbe (I"):

eOna: 1Lm; Jf(x) =+o0, donc : la courbe (I") admet une asymptote
d’équation : x =— 1

°eOna: l_im J(x) = 0, donc la droite d’éguation : y = () est une asymptote
a la courbe (I") au voisinage de —oo

eOna: lim f(x) =+oo donc (I') admet une branche infinie au voisinage

K=+troo

de +oo.
Calculons Ilm i Ecx)

; f(x) L.‘..r!uf:"--ll elﬂntx" [¥] <

S CSUERE SR 2
Soit x € |l; +oo[;0na: = =D 2In(x*—1)
Zalnla? < 1)
R AN LaehE R o

Posons 2xIn(x’—1)=¢;ona: ,ligllen( iy lim - =+o00
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etona: l_irJn_]n(xz —1)=+

dol, par produit : lizp%@' =+oo; ainsi la courbe (I") admet une branche

parabolique de direction I'axe des ordonnées au voisinage de +oc.
3)a)Montrons que : (Vx € D—{1}); f' (x) = 2f(x) X g(x*)
it xe R—{—1;1}; posons u(x) = 2x X In|x*— 1|

Ona: ' (x)=2In|x*>— 1|+ Zx?zf"---l- =2In|x*—1 |+;§L_x:1 = 2g(x?)

Ainsi: £ (x) = u' (x)e" = u’ (x)f(x) = 2g(x’)f (x)

Parsuite : (Vx € R—{=1;1}); f' (x) = 2g(x*)f(x)

bj Déterminons le signe de f": |

Ona: (Vx € D); f(x) > 0; ainsile signede f'(x) sur D—{—1;1} estle
signe de g(x*);

etdapres le signe de g déterminé dans la partie /;ona:
si—-1<x<1,alors;: 0 <x*< 1;dou: g(x’)<0,donc: f (x) <0,
oourtout x de |- 1;1]

ssix>loux<—1,alors: x* > 1, ainsi : g(x°) > 0

donc: (Vx € |—o0; — 1 U]1; +oo[);f’(x) > ()

Conclusion : f est strictement décroissante sur |—1; 1] et strictement
woissante sur les deux intervalles [1: + o] et |-o0; — 1]

§)a) Soit x € J1; + ool :

C}Lrlhlf.r =1) e".&lll{x“ 1)

Ona: ZET G D

2ein(x—1)=Inle=1) er!n[.\---!]ﬂ.\— Hin(x=1)

Onpose : t =x—1;donc: lim(x—1)In(x— 1) = lim¢lnt = 0
L 1=
fona: lim xIn(x—1) =—o0

Donc : lim xIn(x— 1)+ (x = In(x — 1) =—o0

Etpuisque : \lime“ = (}; alors : Ilmgx*l;‘lt?—[_*ll =0
X—=—nc x-17

gt limxIn(l —x) =—o0; d’oli : lime™™* P 1-90l-9 —

L |
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2ainfa~1) Zxlnll ~x)

Soit x€ |0;1[;0ona: € = (4 . = — ghli=n)-ii~x)
e =inll=x

e
= e‘rln(l =x)= (1= x)nll =x)

Ona: lirlr}(l —x)In(1—x) = Iirgl‘tlnr= 0 et lir{_l xIn(l —x) =—o0

2elnfx=1)
Donc: lime™! ¥ "™ = () ainsi : lim rsecpgl |
x—=1 =1
: i 2elnlx~ 1]
Par conséquent : llITll i 0

e Dérivabilité de f en 1:
Soit xe R—{—1:1};0na:
Inlx*=1|=mI(x—1llx+1)=Ilnlx—=1|+In|x+ 1]

d;ou . f(x) _f( 1) ok el‘.\'ln{lx—lli-lnh-- 1) il el\‘ll\ix—ll ezx1n|x+ "
R g o =i =]
2xlnlx—1]

—_ & 2.\I|||.t+|' _— 2In2 —_
o N lxl_{rtle e 4

Donc : lli_rlil——"___f(x; :{(l) =

etona: Iini1
y:
0

Ainsi la fonction f est dérivableenlet /(1) =0
b) Tableau de variations de f:

d) La courbe (I"):

E—

68 ( Fonctions exponentielles
=



1)Montrons (3!a € R); fla) = 0 et que % <a<l
On considére la fonction g définie sur R par: g(x) = f(x) —x

lafonction f est continue sur R ; (quotient de deux fonctions continues sur
2)etlafonction x ——x est continue sur IR ; donc la fonction g est conti-

nuesur ¥ ; (somme de deux fonctions continues sur R ).

Dela méme maniére on montre que g est dérivable sur R ; eton a:

kel SE R et S e ]
(VxER),g(x) =1 (l'l‘ )2 (e_|_1)-

Donc: (Vx € R); g'(x) < 0; ainsi la fonction g est strictement décroissante
sur X

doli: g est une bijection de R vers g(R)

Ona: limg(x) =+oo (car lim e = 0) et }_i.rgg(x) =—

o i) = i = = 1)

bonc: g(R) = Jlimg (x); limg (x)] = ]—o0; + o0

0r0€R;donc: (3la € R) tel que: g(@) =0 d'ou: (Tl € R); fla) =

gtona: g(%) 22{/——_;_11) tg(l)—ﬁ_—z,d’ou g(1)<0etg( )>0

o) < gla) < g(%—)

Dol ; 5— <@ < 1 (car g est strictement décroissante sur R)

)Montrons que : f([-%—, ID C [?12, | ]:

lafonction f est dérivable sur R;etona: (Vxe R); f'(x) = "(?%ﬂ?
fou: (vxeR); f(x) > 0

finsi : la fonction f est strictement croissante sur R .
AL e e
d""c'fﬂZ’l])_[f( )’ﬂl)]_ Jetid+te
Oe<etles—fr<letl</ee 1+/e<2/e

1 e

=

<l

2] Ve e
e+ 1

afnsi.2—<-J— <e+1
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oo [ 1]l
3) Calculons f”(x) pour tout x de R:

La fonction f est deux fois dérivable sur R etona:

e £ o
(VxER),f(x)“(e,,+l)z
_e(et1)y—e2e(er+1) _e(e+1)e+1-2¢
et: f )= (e\‘+ 1)4 = (e_r+ 1)4
L@ (l—e)
&
e (ll“e)

Donc: (VxeR); f"(x) =
e Déduction :

(r+1)3

Le signede f"(x) sur R estlesignede 1 —¢"

o ]l —¢f=0=x=0 sel—e>0=¢e"<1
e x <0
: X —o0 0 +oo
| £ (x) + 0 N

Donc: (Vx € [é— 1-) : /" (x) < 0;ainsi [ est strictement décroissante sur
3]
ponc: (vxe|3:1])i = =r()

Puisque : f'(1) = (;f—l—): (f'(1)>0) et f'(%) = E_.

R Ve I
alors: 0 = f'(x) < Wm)_ pour tout x de [--2—. I]

4) a) Montrons que (Va € N); % e

e |nitialisation: Pour n=0;0na: u, = %-, donc: —5- Sw=l

s Héridité: Soit n € N ; on suppose que : -;'- < u, < | et on montre que

2 S Uy =1

Ona: u, €|.12_: ll et j(l’lf | DC [ li II d'ol : flu,) € [-}2—: ll
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Donc : |%-—a|£-% d’oli : k"|17—a|sé—k"
Par suite : (VnGN);]u,,*d‘lS%k"
e Déduction :

Ona:—1<k<1,donc: limk"=0

n~+tae

[(Vn (= N);lun*alS%k"
ainsi : i g
lim> k"=

D’apres un critére de convergence : limu, = @

s

Exercice &7
1) Calculons Ii{nﬁ,(x) et £(0):

i ST el el iy L
e Ona: r]n*rle = ,lf?le‘ =0 et _\-l.l.l}l.x+n =0
Donc : lil;n_j;(x) =1

e f(0)=1—2—1==2
2) Etudions les variations de f; sur R":

/; est la somme de deux fonctions dérivables sur R";

qui sont : (.x — 1 “'1,—2_%; et x——e¢ )., donc f, est dérivable sur R".
2n

Etona: (VxeR'); fi.(x) = G ar

D’ou le tableau de variations de f, est le suivant :
x 0 +o0

Fax) *
: |
Jo 22 /

3) Calculons fi(n) et déterminons le signe de fi(n):

3 e

Ona: filn)=1—-1—¢"=—¢";
deplus (vneN);e” > 0;dou: fi(n)<0
4) a) Montrons par récurrence que : (Vne N');e""' > 2n+ 1

- Initialsation:
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Pour n=1;0na: e’ > 3 (c’est une proposition vraie pour n = | car
£~13)
- Héridité:
Soit n€ N; on suppose que ¢"' > 2n+ 1 et montrons que ¢"* > 2n+3
Ona:e"'>2n+lete>2,dou: e >202n+1)
ainsi: ¢"* > 4n+2
etpuisque : (4n+2)—(2n+3)=2n—1
gn=l=2n=2
= 2n—121
= 20=1.>0
donc:dn+2>2n+3
parsuite : " > 2n+3
D'aprés le principe de récurrence : (vn e N') ;¢! > 2n+ 1

b) Déduisons le signe de fi(n+1):

Ona: fi(n+1)=1 —ﬂz—f_—l— et = ﬂ-lﬁ*—c;,lq.—.

etpuisque : "' > 2n+1, alors : }-}: < ﬁl_‘_ 1 dou: fi(n+1)>0

¢) Montrons que I'équation f.(x) = 0 admet une seule solution @, avec
n<a, <ntl

Ona: f est une fonction continue sur [n;n+ 1] et £i(n) Xfi(n+1)<0
D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, Il existe au moins &, de
lintervalle Jn;n + 1] tel que fi(a.)=0

et puisque f, est strictement croissante sur R’

alors 'équation f;(x) = 0 admet une seule solution @, avec n < @, < n+ 1
d) Déduisons la convergence de (a.):

Ona:n< a,<n+1 pourtout n de N’

etpuisque : limn =+oc0, alors: lim @, =+

m—+tos At

Ainsi: la suite (&,),., est divergente.
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Exercice 4.7

1) a) Montrons que : (Vvne N):u, > 0

e |nitialisation: Pour n=0;0na: u,= | donc: u, > 0

e Héridité: Soit n € N ; on suppose que u, > 0 et on montre que ,; > 0
ona:u,>0ete™>0;donc: u.e™ > 0 cest-a-dire : u,., > 0

e D'apres le principe de récurrence : (Vae N);u, > 0

b) Déduction :

Soitne N;ona: SEvse

etpuisque: —y, < 0=e¢™ < 1

iy

U I
sk < 1 et Un > 0; alors v Uit < iy

A
Par suite : (Vn e N); t < U,

D’oli : la suite (u,) est strictement décroissante.

comme (Vne N)

c) Convergence de (u,):
On a la suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente
e Déterminons lml s :
On considére la fonction f définie sur [0;1] par: f(x) = xe™.
On a: - La fonction f est continue sur [0:1], comme produit de deux fonc-
tions continues: u — x et x —e¢"
- Alo; 1)) c[0;1]
(car Va€[0:;1]: 0<x<1=>—-1=<-x<0
e S eori< iy
- la suite (u,) est définie par u, = 1 et la relation u,«; = f(u,) pour tout n de
N.
-(VvneN);0 < u, <1 et (u,) est convergente,
Donc sa limite est une solution dans I'intervalle [0;1] de 'équation ; f(x) =x
Soit x €[0;1]; f) =x = x(e*—1)=0
=x=0oue’=
=x=0
Ainsi : liinu,, =10

h—=*ooc
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2)Montrons que (Vn € N); u,ey = e

it ne N;ona: (Vke{0:1;2 sn}); uk el
e Hul i Unry . Unrr
OUHC’ o _uox ;X Xu,,_uu
uﬂil = ~ it THe — -Zm —
5 He et He e e
url*l i

Donc: =, = = e ; dol: Ui = Uo.C

Parsuite: (Ve EN) s thyy = e (o = 1)
Déduction :

SitneN:ona: =€ *;dou: =S, = In(u.s1)

(it 1
Ainsi : S, = ln(um)
el
etona [!im“m =0 L i
& s im—— =+oo
(Vﬂ E N) unll > 0 "-'l‘mu'u"i'
1
=5 ln:n ]n(u o =+

= lim S, =+

n—-tec

Donc: lim S, =+cc
A=t oo

1} Montrons que (VxeR);er=1+x:

Onconsidére la fonction f définiesur R par: f(x)=e'—x—1

lafonction f est dérivable sur IR, car elle est somme de deux fonctions

dérivables (x — e* et x ——x—1)

gona: (VxeR); f(x) =e*— 1

SitxER; fl(x)=0ese'=1 *SOtxER; f(0)>0ee—1>0
—=x=0 —=e > 1

x>0

Donc: f est strictement croissante sur R' et strictement décroissante sur
k.

Fonctions exponentielles = 75



D'ot: (Vx € R"); flx) = £(0) et (Vx € R); flx) = £(0)
Ainsi: (VxeR); fx)=0et (vxeR); f(x) =0
Puisque : f(0) =0, alors: (vx e R); f(x) =0

Ainsi: (VxeR);e' = x+ 1

b) Montrons que (V1 € |-o0;1[); €' < l—l_t :

Soit ¢ € |—o0; 1] ; on a d’aprés la question précédente.

l—t<e’;etpuisque 1 —¢ > 0, alors : '1‘_1—‘;' 3 'EL‘F

Donc : > ¢

1
115
Donc: (VI € |-oc;1]) ;€' < 1—1_?

: " . _l_,” _}-_“41
2) a) Montrons que : (Vne N'); L) e (d e
Ona:(vxeR);l+x<e¢

{ | s W
Soit ne N ;ona:l+-:1—<e";dou:(l+—};) <e (1)
etona: (Vi€ |-oo;1]);e < £ %

=it
onprend: (= -I—_%"—n; ona:f<|
Donc : ewti < ——Ll——;ainsi: e'-'ﬂ <1 -i-}I
S

Donc: e < (1+1)" (2)

n ntl
D’apres (1) et (2); on a alors : (l + :—?) <e< (I +311)
b) Déduction :
Soit n € N"; on a d’aprés la question précédente : u, < e < u,,([ + ,l}']
it

Dou:0<e—u, < ﬁ

D’autre part, d’aprés la question 1)a): | < 1 +x < ¢" pour tout x de
10; + o[

Donc: (Vx € |0; +o0[); 0 < In(l +x) < x

Donc: (Vx € |0: +oc[); 0 < [n(l + 1 )< —;?

}_
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1 A
doti: 0 < ln(1+n)< =
Ainsi: 0 < n[n(l +;11-) <ldou:1<e™w) <eainsi:1 <) <o

c’est—’éfdire':l<(I+1;)"<e.Donc:1<u,,<e

o e € ¢ s £
par suite : =" < - donc: 0<e—u.< =

Conclusion : (vn € N');0 < e—u, < --f?

s Déterminons lim i, :

H—tac

Ona:{[(VneN');O <e~u,,<%

. e st
limy, =0

daprés un critére de convergence : lim(e —u,) =0

=t

Donc: limu, = e.

n=tx

-

Partie A:

1)+ Etudions les variations de la fonction f:
(VxeR); f) =xe t= %.%e“ﬁ:
Onpose: X = -:i_, Ili_qu Jfl et = lit{n‘Xe"" = lim—5% =0

gtona: !llir_p % =0;dou: lim fx)=0

”

lafonction : x H-—'E— est dérivable sur R, ainsi gue la fonction x — ¢ ]

sstdérivable sur R, et la fonction x — x est dérivable sur R .

Par produit, la fonction f est dérivable sur R,
‘ R ORI S O S R e
na: (vxeR); fx)=¢e 5 ¢ (I 2)6
U -{-
- (2 X% )2 (=
ftpuisque : e""’;' > (; alors le signe de f”(x) est celuide 2 —x°.

Tableau de variations de [ est le suivant :
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X —o0 —\/é \/i +o0

0 J2¢e ¥

q \:ﬁe”‘i / \() :

2) a) Equation de la tangente (A) a la courbe (C) au point d’abscisse 0:
(A):y=r(0)x—0)+f(0) et £(0)=0; £ (0)=1
Donc: (A):y=x
b) Etudions la position relation de la courbe (C) avec la droite (A):
Soit xeR;ona: f(x)—x =xe"£;‘ = =x(e'§'~ l)
Ona: _?&_ <0, dou: e 1, ainsi: (Vx ER);e"%i— 1<0
Donc on a le tableau suivant :
X —o0 0 +o0

Jx) =% + 0 - |

Cela veut dire que (C) est au dessus de la droite (A) sur |—o0;0]

et (C) est au dessous de la droite (A) sur J0; + oof

c) La courbe (C):D’apreés a qui précéde le point O est un point d’inflexion
pour la courbe (C).

|
|
A |_ 2 : o s
o 1 : i1 ,i ey = ‘
7 T T O B B N

| |
| 1

Partie B:
On considére la fonction g définie sur R' par: g(x) =e"—x-*-§1-

1) Etudions les variations de g sur R':

Ona: (Ver0;+wl);g(x)=x(-exi—1—%)
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Puisque : Ilm——+oo et I:m(— —45—x) |

Xt

alors : lim(%- s 453,) =+o0

At

gtona: lim x =+oc;d'ol: lim g(x) =+o0

x-=toc X==taa

slafonction g est dérivable sur R* (comme somme de deux fonctions
dérivables sur R : x —¢" et x —»—x— %) et (VxeR);g'(x)=e—1

Puisque : (Vx € R7);e* =1, alors: g’ (x) = 0 pour tout x de R".

le tableau de variations de g est le suivant :

x |0 = e |
@ 0 e
i +o0
| g ,_L/
| 4

3 G Dl
2) Montrons que (Vx € [Z-, ot co[) (> i 3’
Soitxe|i--;+oo{;ona:g( ) '*"*““—=eT-2 (~0,12)
dol : g(%) > (); et puisque g est strictement croissante sur R’ .
alors : (V:r S [—}, o= ooD igx) = g(-%) ainsi : (Vx €« I%, + ocD ;gx) >0
Par suite : (Vx € [% ok ooD et > x+%
Partie C:
Soitne N ;ona: u,,=2f(k) et v, = Ze-'%i+u.,
k=1

- . an 2001\ fwtl)
1)Soit n € N ; montrons que : Vo — v, = 2 ﬁ—g’-—e R
2
{n+1Y Ll (nt1¥

0na: Vi Sy t2e &= Zf(k) Hde A
k=1

Donc :
'-fu—j(n+1)+23‘_ﬁ_‘—2e ¢ —(n+1)e +2e ‘-”—:—rmze 4

wt 1) nt +1 nt
= (n+ { B 2 oo 26"7"‘7] )e —-Tl'Lz(n-[- 3 — 28"‘4—')8"'[—411-'

Donc: (Vn € N); vur1 — v, 2(”‘53 e.?g'qatl)e_ia.t_l;
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2) Déduction :

SoitneN";ona:n>1e=2n+123

Doti: e i > B3 ; ainsi : ﬂ*#; 2 e'zﬁ**t'l' <0

2
Par suite : 2(" —5 3 —e‘z"%l) oy < 0 Cest-a-dire: v,u1— v, <0

Donc: (Vre N') ;v —v, <0

3) Montrons que les deux suites (u.),., et (v.),., sont adjacentes:
SoitneN;ona: tp—u,=f(n+1) etona: fln+1)=(n+ l)e'"+'“?'
ainsi: (Vvrne N') sty — 1, > 0

d’ou: la suite (u,) est croissante, d’autre part; v, — u, = 2%
donc: (Vne N*);v,—u, > 0 ainsi: (Vane N);v, > u,

Et puisque : llrge""_'l = j}l_l}‘e“ = (0 (en posant: x =——'::—)

alors : lim (vi—u,)=0

et d’aprés la question précédente (v,),., est décroissante.

Donc : (u,) et (v,) sont adjacentes.

4) Montrons que |u; — €| < 107 :

Ona: (VvaeN);u,<0<v, dou: (Vvahe N');|lu,—0|< 2%
Il suffit de déterminer n tel que : 2T < 107

o 4
Onai 2 Felt et < 1%

= n’>4In(2x10")

s n=24/In(2 x 10%)
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En utilisant la calculatrice, on trouve n =7

Parsuite : |u; — 0| < 107*; ainsi u#; est une valeur approchée du nombre 0

a10™ prés.

1) Montrons que I'équation f(x) = x admet deux solutions @ et f :
SitxeR; fW=x = flx) —x=0

Soit g la fonction définie par : g(x) = f(x) —x

les deux fonctions f et u: x —— x sont dérivables sur R,

donc ¢ = f+ u est dérivable sur R.

etona: (VxeR); g’ (x) =e*—1

SoitxER; e gx)=0e=e"=1 e g (X)>0e=e" > 1

=x=0 —=x>0

letableau de variations de g est le suivant :
] 1 (vérifier que : limg(x) =+
x =00 0 + o0 | x—=froo

L)) e | I

+co +oc |

gi\{/’

*lafonction g est continue et strictement décroissante sur J-o0;0]

et limg(x) =+o0)

X—=o%

donc : g réalise une bijection de |—oc;0] vers g(]—o0;0]) =[—1; + oo
puisque 0 € [—1; + o[ ; donc I'équation g (x) = 0 admet une solution uni-
que 8 sur |—o0;0].

Etpuisque : g(—1) < 0 et g(—=2) > 0;alors: =2 < B <—1

* De la méme maniére on montre que I'équation g(x) = 0 admet

une solution unique @ sur [0; +oof et que: 1 < @ < 2 et puisque :
f)=xe=gx)=0

Alors 'équation f(x) = x admet deux solutions @ et f3.

2)a) Montrons par récurrence que : (va e N');u, e[—2;— 1]

* Initialisation : pour n=1;0na: w =flu) =" —2 =—1
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Donc: u, €[—2;—1]
e Héridité : Soit n € N'; on suppose que u, €[—2; — 1] et on montre que
Uns1 €[—2;— 1]
Ona:u,e|l-2;-1]=-2<u,<-1
= f{=2) < flu,) < f(—1) (car f est strictement crois
sante sur IR, du fait que f'(x) > 0 pourtout x de R)
deplus: fi-=1)=e¢"'-2~-1,6
f—2)=e?*-2~—1,86
Donc: f(—=2)>—2et A—1)<—1
dot: —~2 <f—2) = flu,)=f—1)<—1
ainsi: =2 < wpi S—1 (car: o =fu,))
D’apres le principe de récurrence: (Vhe N');—2 <y, <—1
b) Montrons par récurrence que (u.) est strictement décroissante:
Montrons que : (Vi € N): tyi < Uy
* |nitialisation: Pour n=0,0na: =0 et u, =— 1;donc: u < U
» Héridité: Soit n € N, on suppose que : i, < u, et on montre que U, < Ui,
D’apres 'hypothése de récurrence : i, < u,
etona f eststrictement croissante sur I
donc: flue) < fu,) d0U : tyra < ey Parsuite: (Vo€ N)ju < u,
Donc: (u,) est strictement décroissante.
3) a) Montrons que (Vx € [—2; = 1]);| f )| < e
Soit x€[—2;—1]ona: f(x)=e¢"
—2<x<-le=e’<e=<ec'
Donc: (Vx€[=2;— 1] /()| < e
b) Déduisons que : (Vx €[—2; = 1]);]| flx) = B| < lIx— Bl
Soit x&[—2;—1] etona: B &€[—2;—1].0n suppose que x < B
La fonction f est continue sur [x; /] et dérivable sur |x; 8]

D’apres le théoréme des accroissements finis,
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e Bl £ —AB) = (x=B)f (c)

olflst et 18)=8

tonc: | /)~ B1 < Lx - B

(ette inéquation est vérifiée dans le cas ol x = /8 et on obtient le méme
sultat si x > 3.

Donc : (Vx € [—2; — l]);|.f(x)'3|5%,'|x—ﬁ|

4)a) Montrons que (Vne N);|u.— 8| < B(ig]
StneN;ona:u,e[-2;—1]

donc, d’apres la question 3)b) : | flu.) — B < %lu., - 5|
Dol : |ityes — B < 'i;‘lun -4

bonc: (Vk € N) ;| uer — B < 'é*|m-*ﬁl

thremplagant k par les valeurs respectives : 0; 1;2; ...; n— 1

=Bl
lus—B1< L1u - B

Onobtient : [u. —8 | < 3}

|t = B1= L~ B
En multipliant membre 2 membre les inégalités de termes strictement posi-
tifs précédentes on obtient : |u, — 8| < (IE) lus— B
Or=0;donc: (Vvne N):|u.— B =< B(%)H
b} Déterminons la limite de la suite (u.) :
na: (VaeN);|u.—B|< 3(3;)
Puisque : —1 < IE < 1;alors: lll[}l(‘(l})uﬁ =0

Daprés un critére de convergence (u,) est une suite convergente et limu, = .
A=to0

k
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Exercice /)

1) » Calculons lim Jo(x):

Ona: lim in(x)=+o0,donc: lim nin(x) =+ oo pour tout n de N".

X—too X—-tm

seytcptee (,ef__L)=
etona._‘l_{.r& i En;rl e + o0

Donc : _lirp(e ; 1—+m’mc)=—t-c>o;d'm‘l: I_irn_ﬁ(x) =+

e Calculons lim fi(x):
X0

Ona: limIn(x) =—, donc: (Vn e N'); lim nln(x) =—
x=0"

X=07
= 1

SO 5
etona.ljlfrnl =

= 1;donc: lim f(x) =—
x=
2) Etudions les branches infinies de la courbe de la fonction f;:

*Ona: lim f(x) =—oo; donc I'axe des ordonnées est une asymptote
XAy

a la courbe (C}.).

*Ona: lim f(x) =+oo0; on calcule lim )

X0 x=tx X

Soit x € |0;+ [;0na: f(x) _ﬁg_-lT+nM£l
X x

Et puisque : lim % =+o0; lim( 1) 0 et lim Inx _ =0

X =t X=too X-—-+oo x

Alors : lim P (x)

=
RIS s

Ainsi la courbe de la fonction f, admet une branche parabolique de
direction I'axe des ordonnées au voisinage de +oc.

3)a) Montrons que : (Vx € R);1+(x—1)e" =0

On pose : g(x) = 1+(x— 1)e* pour tout x de .

Ona: (VxeR):gx)=1+(x—1)e"; et g'(x) = xe*

Ainsi le signe de g’ (x) est celuide x.

Le tableau de variations de g est le suivant :
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= =e 0 e
B - §
| - |\0/

tna: 0 est une valeur minimale absolue de g sur R.

donc: (Vxe R);g(x) =0

ainsi: 1+ (x—1)e* = Opour tout x de R.

b) Etudions les variations de f; :

Ona: f; est une fonction dérivable sur R™";
1+(x—1)e* L

tona: (Vx € |0; + oo[); fulx) = 2 3

gona: (Vne N'):(vx €]0; + o) ; % >0

etd'aprés la question a): (Vx € ]0; +oo0[);1+(x—1)e* >0
Donc: (Vx € J0; + oo]); £o(x) > 0

hinsi: f; est strictement croissante sur |0; + oo .

Tableau de variations f;:

0 +oo
fi® | +
| | S
‘ 5 li{-oc /+

4) Etudions la position relative des courbes (C,) et (C,-1):
Sitn€N'; x€]0; +ool;0na: firilx) —£(x) = In(x)

i _ﬁ*l(X) _ﬁ(x) |l = 6 4

; == | YT e
Position | (C,) estau | (C.) estau

- relativede | dessusde | dessous de

(@etG) | (€n) | (o) |

5|Montrons que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe B:

otneN'; x€]0;+oo[;0na: fii(x)—£(x) = In(x); donc :
) =fx) e=>x=1.
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De plus f(1) = e— 1; donc le point B(l;¢— 1) est un point commun

aux courbes (C,) et (C,.1); et comme les coordonnées de B sont
indépendantes de n alors toutes les courbes (C,) passent par le point 3.
6) a) Montrons que 3@, €[0,2:0,9] tel que: f(a,)=0:

La fonction f est continue et strictement croissante sur [0; +oc| eten
particulier sur I'intervalle [0,2:0,9]

etona: £(0,2)%£(0,9) < 0 (vérifier ce résultat).

Dong; il existe un seul réel @, de [0,2;0,9] tel que: f(a)=0

b) Montrons que : (Vne N —{1}); fi(a) < 0:

Méthode 1:

Soit ne N*—{1};0ona: fi(a)= La:-lhrtln(m)

Donc: fi(@))=— Ina;+ nlna, = (n— 1)Ine, etque 0,2 < @, < 0,9,
alors : In(a;) < 0

Etona:n—1> 0 (car n=>2);donc: fi(a) <0

Méthode 2:

D’aprés la question 4), ona: (Vrne N )i(va € |0;1]); £ (x) < £i(x)
Donc: (Vx € |0;1]); £ilx) < fi-1(x) < ... < fi(x)

et puisque : @, € |0; 1], alors : f(a)) < f (@), parsuite : fi(a;) < 0 (car:
ﬁ(a'l) =0)

c) Montrons que (Vvn e N'—{1}):(3la, €la:1)); fi(a,) = 0:

Soit n € N"—{1};ona:lafonction f, estcontinue et strictement
croissante sur 'intervalle |0; + ool ; donc elle réalise une bijection de
10; + oof vers £(J0; +oc])=R.

Et puisque : 0 € R, alors I'équation f;(x) = 0 admet une seule solution
a, sur |0; + ool .

Montrons que @, < @, < 1:

Méthode 1:

La fonction f; est continue et strictement croissante sur |0; + o[ etona:
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fle) <0< f£(1);donc: @ < @, < 1 (on rappelle que : fi(a.)=0)
Méthode 2:

[on utilise un raisonnement par 'absurde)

On suppose que &, = @, et puisque f, est croissante sur R,

dors : fi(en) = fi(a.)

Or filen) < 0; d'oti : fi(@.) < O ceci est en contradiction avec f (@) < fi(,)

ainsi notre hypothése est fausse; par suite : @; < @,

*On montre de plus que @, < 1;donc: &, < @, < 1

Méthode 3:

ona: fi(a.)=0et f(a) < 0,donc: fi(a) < fi(a.)

etpuisque f, est strictement croissante sur 10; + o .

et [ est une bijection; alors sa bijection réciproque f,' est strictement

croissante sur R ;
Dou: . (fil@)) < f . (fi(a.))

Parsuite : @, < @, ; et on montre de méme que : @, < |

7)a) Montrons que : (Vx € |0;1]); ﬁ—;—l <eg—1
On considére la fonction A définie sur [0;1] par: h(x) = e by
Ona: h est dérivable sur [0;1] et (Vx € |0;1]); 4" (x) = l_f_(ﬁx_::.llﬁ_

Donc: (Vx € [0;1]); A/ (x) = 0, d’aprés la question 3)a)

ainsi la fonction & est croissante sur |0;1]; et puisque A(1) =0

Aors: (Vx € 0;1]): h(x) <0
e =1
X

Dol: (Vx € ]0;1]) ;- =e—1

b) Déduisons que : (Vn € N'); In(a,) = ! ; €

Ona:(VxE]O;l]);elt;l <e—1

etpuisque : 0 < @, < 1; alors : e‘a—nl <e—ldeplus fi(a,)=0;

dou ; & a,_" Vigo nin(a.)

. g7
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n

Donc: —nlIn(a,) < e— 1 cest-a-dire : (Vne N');In(a.,) =
c) Déduisons la limite de la suite (a.):

Soit n€ N";ona: In(a,) > —I—%Q; donc: @, = ¢’

Et d'apres la question 6)c); @, < 1; donc: e <a,<1 pour tout n de N'

Ona: lim-l—-;—g = (; et la fonction x — ¢* est continue en 0.

n-—=too

& e
Donc: lime" =¢"= 1

n—+oc

et d’aprés un critére de convergence, la suite (a,),., est convergente et de
limite 1.

8) Tracé de (C)) et (C2):

Exercice ‘

Partie 1

1) a) Calculons ‘ljl_lllf(x) et lim f(x)

eOna:(vxelo;+x): fx)=1—x'e*=1- o

X |
Et puisque : lim S =+oo , alors : lim% =0

¥=teoo X reserpell 2
Ainsi: Iii;n_f(x) =1
eOna:(Vxel-o;0]); f)=1—-xe*=1 ~—x3(%f)

1 Al ; St
Et puisque : lime'= 0" ; alors llm?=+:>0

f—=—mo

Etona: lim—x’=+oo ; parsuite : lim f(x) =+o0
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b) Branches infinies de la courbe (C)
Ona: lirpf(x) =1

Doncla droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a la
tourbe (C) au voisinage de +oc

ia 5 e R B :(_l_)_w_
Ona: .‘]_1‘r_1f1¥f(x) =+o0 et !'“iwr = xlmlx x|\ o7 ) =00
Ainsi: la courbe (C) admet une branche parabolique de direction asymp-

totique celle de I'axe des ordonnées au voisinage de —oo.

2) Etudions les variations de f

Onalafonction f est dérivable sur R (comme somme et produit

de fonctions dérivablessur R : x ——a&' ; x—¢7 ; x+— 1) et

(VxeR); f(x) =—3x’e*+x'e " =x"e*(—3+x)

etpuisque (Vx € R); x’¢™ = 0 ; alors le signe de f’(x) est celuide x—3

) =0e=>x*=00u—3+x=0 Fx)>0e=x—-3>0

= x> 3
=x=0oux=3
letableau de variations de f est le suivant :
X —oo 0 3 +oo
[ ) = 0 - 0 T
+oo 1
f 1
_27
a1 7

3)Montrons que I'équation: f(x) = 0 admet deux solutions @ et /8 et
uel<a<3< B
[ est continue sur IR (car elle est dérivable sur R)
. i L S 2T e 27
gtona: f(1)=1 e & f(3)=1 s
etpuisque 3 > e, alors: 27 > e’ ; ainsi f(3) < 0

etpuisque : e > 1 alors e—1> 0 ;dou f(1) > 0
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f est continue sur [1;3] et £(1) % f(3) <0

D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires : Ja € |1;3| tel que :
fAa)=0

et puisque [ est strictement décroissante sur l'intervalle |—o0;3]

alors : I'équation f(x) = 0 admet une solution unique @ sur |—oc;3] et
que l <a<3

D’autre part : f est continue et strictement croissante sur [3; + oo et
A3;+o0) = [£3); 1]

Donc f réalise une bijection de [3; + oo| vers [ £(3);1]

et puisque : f(3) < 0, alors: 0 €[ £(3);1]

ainsi 1B €[3; + oo tel que: f(B) =0

Donc I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions @ et £ telles
que l <a@<3< A

4) Le tracé de la courbe (C)

Remarquer que le point A(0;1) est un point d’inflexion de la courbe (C)
car /'(0) =0 et f" ne change pas de signe au voisinage de 0.

Partie 2

1) Tableau de variations de f, suivant la parité de n.

Soit x € J0;+ o] ;ona: LX) =1 m’e—c’:—

et puisque : lim -5 =+ o0 s alors : linl"&:- =( ;dou ‘lli_g_rlﬁ(x) =]

"
x-#oax x== e

Ona: (Vx € |-o0;0]); filx) =1 —x”(;l,r)

i . :
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Ona:ﬁ.(l)=l—-%= etona:f,(n)=l—~(

o =

Puisque: n>4 >e=n">¢"
= filn) <0
® Cas ou n estimpair:
On a: f, est continue sur [1:n] et £(1) Xf(n) < 0
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires Ju, € |i;n]; fi(u,) =0

et puisque f; est strictement décroissante sur |—oo;n], alors : I'équation
J:(x) = 0 admet une seule solution u, sur l'intervalle |- oc:n] avec
l <u,<n

D’autre part la fonction f; est continue et strictement croissante sur I'in-
tervalle [n; + |

d’ou f, réalise une bijection de [n; + oo [£(n);1]
et puisque fi(n) < 0 ;alors: 0 € |fi(n);1]
d'ou Ay, € In; + o[ ; £i(v,) =0

Par suite I'équation f;(x) = 0 admet exactement deux solutions u, et v,
tellesque: 1 < u, < n< v,

e Cas ol n est pair : On a le méme résultat sur I'intervalle [1; + ool .
3)SoitneNetn=5

a) Montrons que f(th-1) = us-1e "' (1 = thy-1)

Ona: filun-1)=1—(a-1)'e“" €t fi-i(th-1) =1 =(Us-1)""'e™' =0
donc 1 = (u.-1)" 'e™"';ainsi: filthe-1) = U-t)"'€™ "' — (Un-) €™
Donc fi(tu-1) = (tu-1)""'€™ (1 — ty-y)

b) Déduisons que f(i,-1) < 0:
Ona:l<u-i<n—1;doncl—u-<0et(u ' e“'>0

Par suite f(u,-,) <0

c) Déduisons que la suite (u,),., est décroissante et que («.) est conver-
gente
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Ona: (Vn=5) ; filu-) <0 et fi(u)=0

donc: Vn = 5; filua-1) < fi(u)

etpuisque : [, est strictement décroissante sur 'intervalle [1:2]
Onaalors: (Vi 2 5); U1 > u,

C'est-a-dire la suite (u,).>4+ est décroissante

et puisque elle est minorée par 1 alors elle est convergente.

4)a) Montrons que : (Ya=4);1 —u"e* >0

Ona:u= ,ETC i, et lasuite (i,).>4 est décroissante

donc: V(n=4);u<u,, etdautrepart: u,> 1 ;dot u>1

Donc: (VneN;n=>4);1<u<u,

etpuisque 1 < u, < n et f; est strictement décroissante sur [1;7] (dans

les deux cas)

dlors: fi(u) = fi(u,), et puisque fi(u,) =0

Aors: fi(u) =0

Cest-a-dire (Vn=>4);1—u"e“ >0

b)On suppose que u > 1 ; calculons lim1 —u"e™

vl
Ona: ﬂl_@r&u”=+oo (caru>1)et e“ >0, donc: "lmll —u'e"=—o
¢) Déduisons la valeur de u

Ona:(Vvn=>4):u,>1;dou: "ljir;u,,é |

Ainsi: u21;donc: u>1ouu=1

Onsuppose que u > 1; D’apres la question 4) b),

ona: liml —u'e"=—o0 ;

et ceci est en contradiction avec (Van=4):1 —u'e" >0

Donc: u= 1
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Partie A:

i} =70 :
Ona: {f(x) =(+2)e ;x> 0. 55 pose: X=—2 pour toutes les limi-

o
tes. f0)=0

1) a) Montrons que f est continue a droite en 0

s e
Ona: X= x,donc.x— X

Ainsi : limf(x) = J!iﬁrﬂn(—)‘; + 2)8” =10=7(0)

. i i 0 s
(car.)!ll-rp X +2=2et J\!_1'r_r!ﬁe 0)

=

D’ou la fonction f est continue a droite en 0.

b) Montrons que [ est dérivable a droite en 0

Ona: (Vx> 0); f(x;: :{).(0) T (x+-3)e‘23' i (1 +%)e_%
“_TLJ;)}JS& = lim(1 = X)e" = lim(e" — Xe*) = 0

(car : Ji_r]le" =( et xl_i_r‘rlXe” =0)

Donc: f est dérivable a droite en 0 et f7(0) = 0

c) Montrons que [ est strictement croissante sur I'intervalle [0; + o]
Ona: (Vxe i+ wf) s /() =e+ -xz—.a.-(x+ dlet =t el

Donc: (Vx> 0): f'(x) = wg -

D'ol: (Vx > 0; f (x) > 0) ; ainsi f est strictement croissante sur
[0; + oo

2) a) Calculons ‘]_'Er‘rlf(x)

= 2ol Sepetiit gl (=2 e
On pose X =—7";ona: Jl.l;_rl‘f(.x) = {IT( % +2)e" =+oc0

lime* =1
car: ;" ; ainsi ; lirl‘nf(x) =+00

[lim—F =+oo
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2

bjMontrons que : (Vi€ R");0<e ' +r—1< 12

Soit/eR” ;onpose u()=e*+i—letv(t)=e'+t—1 —%2
lesfonctions u et v sont dérivablessur R",etona: (Vi€ R");u'(f) =—e "+ 1
v ()=—e'+1—t=—ut)
or:—1<0=2e'< 1

e +120

>u(()=20
= u est croissante sur R’

Donc (Vi€ RY);u() 2 u(0) ; donc u(t) = 0 (car: u(0)=0)
etona: (Vi€ R") ;v () =—u(®)

Donc: (Vi€ R');v' (1)< 0

hinsi : la fonction v est décroissante sur R

Donc : V1 € [0; + oo ; v(£) < v(0)

Doii: (vt €[0; +00[) ; v(r) O (car v(0) =0)

ftona: u() > 0 pourtout 1€ R’

) e'+i—120
Parsuite : (V7 € R*) £ _
B ) et s 7S <0 £
Conclusion : (V2 € R ) O’ ti-1s 5
_4 i
i} Montrons que (Vx > 0) ; — SfO)-x<7-%

Onposef—-za d’ol xX=5
donc: f(x) s’écrit sous la forme : (—%— + 2)6 f= 2.'1—-:;£€_I
etpuisque x > 0 ; alors ¢ > 0, et d’aprés la guestion b) :

=< e’ s 1—*t+r—22-
etpuisque 1+ 1 > 0;alors 1 =< (1 +1)e'< 1“!34—%1‘2(1 +1)

Dol : ﬂ-lf_” < 2 ) e’ -g-('l—-*~+.-'(] +1)

i
2

{
cest-a-dire : e 2t < —Z—(I—;L)e % 2t+t+ 7
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+
Par suite : —21 < _2__(1?_"{18.., -—% =1
et en remplagant ¢t par % ; on obtient :

(Vx> 0);— 5 SfW)-x< -2

d) Déduisons que la courbe (C,) admet une asymptote oblique (A)

Ona: l'i-l+1’|f(x)=+oo et(Vx>0): —%gf(x)—xg.%_%

Puisque : lgn —% =0 et ll[n(% - %) =(.

D’apreés les limites et 'ordre ; ona : lim(f(x) —x)=0

D’oll la droite (A) d’équation : y = x est une asymptote a la courbe (C))
au voisinage de +oo

3) Tableau de variations de [ est le suivant (d’apres 1) c) et 2) a)

= | &

i |

@ 0 + |

A oo |
f |

Le tracé de (C)):

On a la droite (A): y = x est une asymptote oblique & (C;)

Partie B

1) Montrons que f, est dérivable a droite en 0
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E@®) —£0) S(142)t

Sﬂith]0;+oo[;0na.——“x*—_'6“—— i
0npose:X=—%

__On aalors : [imﬂfi}g{)(i) = lim (l Ly )e”‘ = lim (e" = -};Xe”) =0

£ X~ n Yz
car: lime¥ =0 et xlimXe" =0)
X —-—c
Donc f; est dérivable a droite en O.
)) Etudions les variations de f; sur R"

+Limites : On pose X =—-§—

. Cinrad ___2_ __2_' x= A b ...._2._.= 1 X:
Ilmf(x)—L{T( X £ n)e +oo (car: !cll'gi X +oc0 et ,l\'iqrpe 1)

1-tx

-Variations

Z (x 75 %)e“zf

St x€]0: + oo ;ona fllx)=e*+ p

donc (Vx € ]0; + oc[) ; fH(x) > 0 ; par suite f, est strictement croissante
sur B

-Tableau de variations de f; est le suivant :

| XE=H0 o0
éf:.(x)o ¥

‘ = too
! 0

3Ja)Soit n € N ; montrons que I'équation : f(x) = % admet une seule
solution , sur ]0; + oo

lafonction f; est continue sur R* (car elle est dérivable sur K")

et /. est strictement croissante sur R* et £(R")=R'

donc: f; réalise une bijection de R vers R’

et puisque % € R', donc 3la, € 0; + oo| ; tel que f(a,) = %

dest-3-dire I’équation : f(x) = 7 admet une seule solution a, sur 'inter-
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valle |0; + oof

b) Montrons que : (Vx € |0; + oo[) : (Vn € N'); fii: (x) — > Jalx) -1

Soit x>0 ;etne N’

Ona: /i(x) =,(x+%)e% et fii(x) =(x+ n-%- 0 )e‘
D'ou : .;4.,(x)—ﬁ(x)=e"%(nil _%)
0na:—%<0=g‘§‘<1

n-%-l <%- (car s n+1>n)

Foaear s 2ol e
Dou.n_i_1 n<0

A gl D2
Ainsi : e (n+1 n)>n+l n
Donc : ﬁﬂ(x) _.ﬁf(x) > n-%—l __}2_1

Dol : ﬁ+1(x)"' !1'2|"1 >f_:;(x)"%

P

E8¢

2 2

Conclusion (Vx > 0);(Vae N'); fiii(x) — = + > A& -

c) Déduisons que (a.),., est décroissante puis qu ‘elle est convergente
Ona: (va € ]0;+ool): (Vn € N'): fios () = =21 > filx) —

Et puisque (vne N");a, > 0

On peut remplacer X par |e nombre a,, et on obtient :

f:: I(an) ﬂ+l >ﬁl(an)

or fila.) = -5 donc firi(a) > 7,“42?;

s
etona fu(a..) = FHETE

On conclut que : fi (@) > firi (@)

et puisque la fonction /., est strictement croissante sur "

alors : a. > a.., pour tout n de N°, d’ol la suite (a,) est décroissante.

On a: (a,).>1 est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente
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d Montrons que : (Vn € N*); na, = 2¢@ — 2

SitneN" ;ona: f(a)= ﬁ = (a,+ -i—)e' 5 i
= a, +% = %'efi
= a,= ‘%‘((ii -1)
> na, = 2e" —2

Par suite : (Vn € N°) ; na, = 2en —2

a)Montrons que a =0

Onaa>0 car (Vvne N'); a, = 0 supposons que:a > 0

Ona: lima,=a, d’ol : lig‘n-g-- - %, et puisque la fonction x ~— ¢"

. 2
estcontinue en - ;
dlors: lime® = e«

P aERe) el : ai e
L S e hm-ﬁ = (0 donc; lima, = 0 contradiction avec a > ()
e ) n—tm

Donc: a =0
Exercice &2

1) * Calculons  lim f{(x)

Ona: lim % = (), et |la fonction exponentielle népérienne est continue en 0 ;
STISE SEticrel ;
donc: limex=¢"=1;:dol limex—n=1—n et limx=—cc
XN o= X—o0 X0

par suite : ,'_i_r_'.“ S =0

*Calculons : lim f(x)
x - 07

Ona: Iim%:— x et Ylim ¢"'= 0;donc: limf(x) =+ o
¥ 00 X = x =0
*Calculons lim £(x) S
X = 0 i

Ona:!im-}E=+oo et vlime"'=+ oo ;donc: limf(x) =+ o
y = O Xt x =0

*Calculons lim f(x)
A=+

Ona: lim % = 0 , et la fonction exponentielle néperienne est continue en 0 ;
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seul antécédent x, d’'oti : (3tx, €10, + o[) ; €. (x) = 0

¢) Déduisons le signe de ¢,(x) ; xe R

D'aprés le tableau de variations de ¢, ; on en déduit que :
(vxe]-o0,0[) c,(x) >0, (car; n—1> 0 et n>0)

etla fonction ¢, est strictement croissante sur [0, + oof ; donc elle est
strictement croissante sur chaque des intervalles J0,x][ et ]x, : + oof
Donc : (Vx S ]O,x,_[) c.(x)<c/(x) et (Vx S ]x,, i+ oo[)c" (x) > c,(x)
cest-a-dire : (Vx S ]O,x,,[)cﬂ(x) <0et (Vx € ]x“ s +oo[) c,(x)>0
Résumé :

-6,(x) > 0 pour tout x de J-o0;0[U]x, ;+ oo

-¢(x) < 0 pour tout x de J0,x|

3)a) Tableau de variations de la fonction £, sur R

L L
x(—Le=)—e=+n Lol

s ”_(I?j“ 1)"% & C”(f)

X X

D'apres la question 2) c) , on en déduit que le signe de f’(x) dépend du sighe

de c,(x) pourx € R’

Tableau de variations de la fonction f; est le suivant :

X — 00 0 X + oo
f1) .3 = ‘,’ +
+ ool +co 0
frr / \ /
0 £i(x)

b)Montrons que f;(x.) < 0

lafonction f, est continue et strictement croissante sur [x, ; + oo|
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Donc la restriction sur I'intervalle |x, ; + o] réalise une bijection de |x, ; + |
vers J tel que : J = ([, + ool ) = [ £x); lim £ = £ 0]
Et puisque : [x,; + oof # ¢ alors [ £(x);0[ # ¢ ; d'ou : fi(x,) < 0

* Déduction : La fonction f, est continue et strictement décroissante sur
Iintervalle |0;x,] donc la restriction sur I'intervalle |0;x[ est une bijection de

|0;x,[ vers un intervalle J tel que :

J =Jf.'(]0:x,,[) 5 ]f.: (x); limﬁ(x)[ =|f&x);+o0]

Et puisque f;(x,) < 0 ; alors 0 € |£(x,); +oo| ; donc 0 admet un seul

antécédent o, sur l'intervalle [0;x| , d’oti: (3le, € |0;x.[) ; £i(@) =0

4) a) Montrons que x, = ﬁ

b) Montrons que: (vne N -{1}) ; x,,, < x, en utilisant le raisonnement px

I'absurde.
On suppose que : (Ine N'—{1});x,,, >«

La fonction ¢, est strictement croissante sur 'intervalle J0, + o

donc: % >x,=¢,(x,,) > ¢, (x)

I ST G o
=n (l'l“x“”)e >0

. )e ()

ntl

=on>(l+
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|
Dautrepart;ona:c,,(x,,)=0=n+1 —(1 + x,,..)g
1

¢=>n+l=(l+ )er’= 2)

xu+l
dapres (1) et (2) on déduit que : n > n+ 1 ce qui est absurde donc :

wmeN'—{1}) x., <=x, parconséquent la suite (x,)est décroissante.

onsait que : (Vn € IN' — {1})x,> 0; Donc la suite (x,) est minorée par 0 ; d’ou

elle est convergente.
(| Déterminons lim x,

Ona (x,) est une suite convergente ; on pose limx, =0 avec ¢ > 0

Onsuppose que : ( >0

U ) : : 1 0
ona: NI_@‘] i e et la fonction In est continue au point T4

Y X\ [ -
Donc."l!rln_‘[n ials ln(——l et Q) :
foi: limx, = lim———— = lim : =0

et n-tec mﬁ n—-too

in(lTx"') In(n) -+ in( i +x )
Donc ¢ = 0 ce qui est en contradiction avec ¢ >0
ftpuisque ¢ = 0 alors ¢ = 0 donc: lim x, = 0
5- Position relative de (I",) et (T"s )
Sit x€ R ;ona: flx) — fx) = ‘”" 3 ‘": 2 ,_A_l
e tableau suivant résume la position relative de (I",) et (I';):
S SR o o S s e 2D TR
|l X — 0 + 00
F0)—Ax) + L =

| Position relative ‘ I
' ;) estaudessusde (I"s) || estaudessousde (I”
| () st ) | i 1
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/ Calcul intégral v

| Calcul intégral

) Intégrale d’une fonction sur intervalle

< Définition ™
Soit f une fonction continue sur un intervalle [¢;b], et F une de ses fonc:
tions primitives sur |a:b].
Le nombre F(b)— F(a) est appelé intégralede f de ¢ a b.
Ce nombre est noté fhf(x) dx et ce lit «intégrale de a a b f(x)dx ».
Notation:
b - f b E.
f f(x)dx se note aussi [F(x)| etona: f f)dx=[F)] = F(b)—Fa

< Remarque ™
b
Dans I'écriture ff(x)a!x, on peut remplacer la variable x par n’importe

b b b
qu’elle autre variable c'est-a-dire : f S(x)dx = f fdt = f fls)ds= =8

“Conséquence™
» Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a; b ] telle que f* soit
continue sur [a;b]
Ona: jjf’(x)dx =[] = st - f@
« Pour tout réel k on a: f"bkdx =[kx] =k - a)
« Soit f une fonction continue sur [a;h|ona: J{ * fe)dx =— f : Sx)dx

et _[ﬂf(x)dx =0

2\ Relation de Chasles - Linéarité de l'intégrale

<« Proprieté ™

Soit f et g deux fonctions continues sur unintervalle /, et a, b et ¢ so



trois éléments de / et k un nombre réel.

sRelation de Chasles : fj'(x)dx = f:f(x)dx - frbf(x)dx
slinéarité: | "+ ) dx = / ") dx + 1 2 () dx

et [ N = k [ Fax

*_Exercices d’application

Déterminer les fonctions primitives de la fonction fsur l'intervalle 7dans
thacun des cas suivants

Jfx)=x(x*—1) ; I=

i x+ 1 RE B =
2);(1_(x3+21_3)2 ;1= + o
3)ﬂx]=/1—+‘/x+2;f:[0;+oo[
) flv) = ./x—-i-—  I=R
S)ﬂ.l' SlnX I [0 2[

Déterminer une fonction primitive de la fonction f sur un intervalle 7, puis
déduire 'ensemble des fonctions primitives de f sur I, dans chacun des cas

suivants;
Jfx)=2"—4x+1 ; I=R

2 flx) = —+x I=10; + oo

3 o) = "";“ L 1= Joo;0f
it SR &

§ fl) = 7 ;1= 10; + o

/0= x* — 3/x ; I=[0; + oo

§) flx)=sinxcosx ; I=R

) flx)=tan’x ; I= ]— 5y
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[Exercice =%

Calculer les intégrales suivantes

1 2 3
= ﬁ(x_ 2)(x* — 4x + 1)dx 3 L= j: md‘
{,:.j“zc{)s"xdx ; I, = flex"+ 1 dx
o L
- ] 21_ 1 . e ] x.‘
]"_fq(x—l)(x+ 2)dx ! I"_fs(x—l):dx
L= j':écos(Zx).sinxdx : L= j:mz-mdx

- f;—}:ﬁldx ; !,f,=f“'(2’— 3 dx

Calculer les intégrales suivantes:
x 2
Ii= f:;in{x).lcmxldxj.l:f‘—{,—dx et K=| Jad—x*dx
0 0 COS°X g
EEEES,

Calculer les intégrales I et J telles que:
_ (% _sin(20) = [*_cosx
& 0 l+25inxdx€tJ o 1+ 2sinx
(On pourra calculer la somme 7+ /)

Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = X

1+ x4+ x" + x°
1) Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f.

2) Déterminer les nombres réels a,b et ¢ tels que:

= . _ax+ b c
(\fsnc&ff)).f(x}l_x;,_|_I+JH_l

3)Pour tout réel o de lintervalle [1; + oo| on pose: /(o) = f F(x)dx
1
a) Calculer en fonction de o l'intégrale /(a);

b) Déterminer: u]i.'T'. I(o)

Exercice &8

] n
Soit n € N. on pose: ln = fu mx—;‘?‘dx et !n = uII-l-Tl-{-dex

Calculer I, , L+ 1+ et I,+ 2l en déduire la valeur de chacune des
intégrales /et/,.
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(Exercice &
Soit [ la fonction numérique de la variable réelle x définie sur R par:
flx)=e*.In(1 + &%)
Sit o un nombre réel, on pose /(o) = f“f(x)a'x
1) Calculer l@r_n f(x) et lim f(x)
2)a) Calculer l'intégrale f"‘ 1 enfonction o.
o 1+ e
bjCalculer f(x)+f ‘(x) pourtout x de R , en déduire /(o) en fonction de a.

¢)En déduire Jim 7 (o)

brercice &1 )

Dans tout ce qui suit, f'ensemble{F,/o. € R} désigne I'ensemble des fonctions
primitives de  f sur 'intervalle /.

info: les fonctions primitives de la fonction: x = (ax + b)’sur / sont les
T | W , .

fonctions: x a(r+l)(ax+b) +ktels que r eQ-—{-1} ; ax+b >0

pourtout x de [/ etkeR .

Info: Les fonctions primitives de la fonction: x — u'(x)(u(x))" sur un
intervalle I x }i—l(u(x))’” +kou [est un intervalle sur le quel u est

derivable et positive et r Q- — {— 1} avec keR .

Déterminons les fonctions primitives de la fonction fix «— x'(x'— 1)*; I=R
pourtout x de R, on pose u(x)=x"'—1
ma:(Vx€R) ; ' (x) =4x’ donc (Vx€R) ; flx)= %u’ (). (u(x)?
doi: (Vx € R) 5 £(x) = 15 (@)’ +a
cesta-dire: (Vx € R) 5 B0 =15~ ' +a

x+1

Déterminons les fonctions primitives de la fonction fix~— m,

!'=|[;-I- oo[
Onpose u(x)= x>+ 2x— 3 pourtout x
de/.Ona:(Vx €D ; u'x)=2x+ 1)
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u' (x)

donc (Vx € 1) ; f(x) = %(W

d'ol: (vxe ) ; E(x)= a

e =l WL
2@ +2x=3) |
Déterminons les fonctions primitives

de la fonction f définie par:

.. 1 e
f(x)-7-2x—;_=l+¢x+2'1_[o‘+oo[
Ona:(Vx € D) ; fx)= 2x+ 1)2+ (x + 2)1
donc (vx € 1) ; () =/2x+ 1+ 3+ 2)/a+ 2+ a

Déterminons les fonctions primitives de la fonction fix — X
Vx4 1

Ona: f(x) = T;%T-ET et 7=R.O0Onpose u(x)=x"+1

Ona: (VxeR) ; «'(x) =2x donc (VxeR) ; flx)= lj.u' 0. )
d’ou (Vx < R) ; F::(X) = ']j‘ ! 1 (U(X))]".'ji + o

C'est-a-dire (vx € R) ; P;(x):ji-(xz-i- 1)*+a=-‘}3\/(x“ +1)’ +a
Déterminons les fonctions primitives de la fonction f définie sur / par:
weon SN — . L
fe) = $E et =0, 7]
on pose u(x) = cosx donc (Vx € D) ; u'(x) =— sinx

d'oti (vx € 1) ; f(x) =—% =—u'(x)x (u(x))’
!

ar conséquent: (Vx € D) ; F(x) = :
p q (vx € ) (x) T

+ O

|Exercice £

Dans tout ce qui suit; F est une fonction primitives de f sur [ et F, designe
toute les fonctions primitives de f sur  (ou ¢ € R)

Ax)=2x'—-4x+1; I=R
ona: (VxeR) ; F(x)=%x"—2x2+x et(vxeR) ; E.(x)=%x"—2x”+x+a
f(x)=%—x;f= p;-’roo[
2

Ona:(vx €D ; F)=—2-% donc:(va € ) ; W =-2-% +q
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f{.\.’)z 2x‘_x;;|-x+ | ; A= }_00,0[

Ona(vx e D) ; f(X)':%_L_a'l'La'i'Ls
X X X X

fonc(vx € 1) ; F(x)Z"%+5xL""3_§F‘ZL—*
dol (vx € 1) ; F;(x)=—%+§“1§_-§xl?#"£}:7
1

f(x)=£/:—x—l=./§—ﬁ; = Jo; + oo

Ona: (vx € 1) ; F(x):%x%—Z/E
=-%—x x—2./;

donc:(Vxef);ﬁ(x):%xﬁ—2/5+a

fW=x—3/x; I=[0; + oo

ha(vxel; Fx) = g__ %x-‘fi

donc: (Vx € 1) ; Efx) = -’%‘-— %x3ﬁ+ o

flx)=sinxcosx ; I=R

ha:(vx € IR) : f(x) = %sin (2x) donc (Vx € IR) : F(x) =— %cos(z:c)

fol (Vx € IR) : F(x) = — -}Icos(h') +a

| et PO P 1T [
flx) tanx,fr]-Z,z[

ha(vx el ; flx)= (1 + tan’x) — 1

dnc(vx € I) ; F(x) = tan(x) — x dotu(vx € ) ; E(x) = tan(x) — x + O

Brercice £

+(alculons 1

f;f'(x— 2) (¢ — 4x + 1)dx

Onpose; u(x) = x*—4x+1 ,ona: u(x)=2x—4=2(x—2)

donc 7 — fu%u'(x) (u(x))'dx = I% '(u(j))dl

= Qe s S i )
—[-S-(x 4x+1)[-2 S

'Qalculons L: I = fz(t"+2)fdt
I
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On pose u(t)= t*+2 donc w/(t)=4r

: ' (1) 1[=1f 1'—1 rzl_(l___l__)___j_
4 @) ~ 4|u@)] T2l T 4\3 18/ 712

e Calculons Ii: [, = fzcos"xdx = j "cosx(l — sin’x) dx
0 0

d'ou: ,= rdt =

x
= f‘(cosx — cosxsin’x)dx
(4]

e e Sk It Ik
—[smx 3 ‘—I 3

e Calculons [;: [, = flx-‘./x’ + ldx

posons u(x)=x*+1 donc u'(x)=2x
(u(xni[

4

BRI ¢

=3+ WA+ il=3eva-1

2
3

dou: /, = f‘%u’(x) (u (x))idx = _.’If

e Calculons /s: [ = f:ﬁxmdx

Ona: 2(x—1)+(x+2)=3x

2 [(f2(x—1+(x+2) ( 2 ] )
LTG0 Y B 1,; xt2 T x=1%

=§[2[n|x+2|+[n|x—- | _3=.3_[.|n(x+2)21x_ IIE

donc [ =

=%(ln50—ln16)

~3u(3)

e Calculons /;

A i = 1)t 14
Ona:-’n—f (x__l)adx et (x—1)° dx

“f"(xﬂ e )“"zf( ey (x—ln*)""

i e e |
donc !6—Ix+2ln|x 1 x—l.L

— |
fo—l (—3+ 2“14"}-—*']
fb— 1 4In2

e Calculons I;: I, = ficostzx)sin(x)dx
1]
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Ona;: sin(a) cos(b) = -é—[sin (a + b) + sin(a — b)J
donc sinx cos (2x) = %(sin 3x — sinx)

folu L= -é—j:l_‘;(sin 3x — sinx)dx = -%[w%cos(lx) + cos (.x)r

Sl e
=l0 =2
pir conséquent /[ =—~_}j.—
; ey ) g S
Glculons Is: & f 0 [nx)jd.\
Onpose u(x)= 1+ Inx doncu'(x) = = ; dol [ = qu () (u(x) “dx
=1 | | 3
= | = Sl S
“ [2(u(x))*[ (u(x))l[ e
+Calcuons /s : !.,=f o ~_[ [ -I;e+_l ¢ dx

- fnl(.l + l)dr._[x— In(e" + I)I

= 1-Ine+ 1)+ In2 = In[
2e ]
el
1 1
‘CB'CU'O[‘IS !“J: [“1 = [(2\' hie 3\-)6& = j;(eﬂn?. 19, e.lhl,\)d.x

L _l_.,,] e
2 In3 SN2 103 In2  In3

+1)+1n2

par conséquent /, = ln(

{reis -
el =7+ 13
Exercice &%
Calculons [
ona: i 0 % T
1
COSX + ? &

gona /= ffsinxl cosx ldx + .[ sinx| cosx ldx (d’aprés la relation de Chasles)

donc: [=fﬁ'sinxcosxdx"-'[lsinxcosxafx=f§%sin(2x)dx—_fé—sin(2x)dx
[} 5 /] )

= i—é cos(lr)f“[";lfcos(&c}r (}1 + 31) (M%H}I) S
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x
] X
o cos’x

e Calculons: J =

Utilisons une intégration par parties,

ona: |/ (x) = —L __ donc {u(x):: tanx

v(x) = x i

Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle [0;%]; les fonctions '

et v’ sont continues sur [0;%’]

% cos'(x)

cos (x) dx

donc: J= [xlanx],? —fi tanxdx = [xtan.-rﬁ+

= [xtanx ]} +[In(cos )|} = “*H (‘/25)

e Calculons K—_[; va—x'dx
On pose x = 2sin? donc: dx = (2cost)d!
(Remarquer que la fonction sin est une bijection de —%;%] dans [—1:1])

0na:x=2msinr=1=.z=%-

etx=— 2 < sint=— 1 mt=—%

donc:g — f * /& = &sin’1 2 cos tdt = 4 f * cosi(r)dr (car 4 — 4sin’t = 4 cos'
=9 =

71+ cos(2t) ,, _ [ 1 f
4[%_—2 dr_2:+2:,1n(2r)%

Il

(§+)-

D’apres la linéarité de 'intégrale ona: I + J = f? cosl(xi -;:;Sizx)
o

et puisque: cosx + sin(2x) = cosx + 2 cosxsinx = cosx(l + 2sinx)
cosx + sin(2x)

alors: [+ osinx — OS* donc: [+ J = n'cosxdx = [sm.’c]0 =
d’autre part ona: J = f"; ‘;g))aix ot u(x)=1+2sinx

donc J = %lnlu(:n:)llE = H—!n(l + ZSinx)f = %1;13

etpuisque: /+J=1lalors;/I=1-J=1~- %lnS
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‘ol [ = — = L =
dol: /= Ine — In/3 ln(/g)etjr In/3

1) Déterminons D

it x unnombreréel,ona: y ¢ D s 1+ x+ ¥+ 5 £ 0

=S A+0+20+x) #0
S 1+x)0+x)#0
= x #—1

donc: D=R—{-1}
J)Déterminons les réels a,b et ¢
St xeDona: ax+b ¢ _(ax+b)x+1)+ c(x+ 1)

L e U &+ Dx+ 1)
(a+c)x+(a+b)x+b+c
I L
donc: (V. . X _l@a+oxX+@+bx+b+c
(xED)’1+x+xz+x3 l+x+x+x
sequi entraine: |a + ¢ = 0 c'est-a-dire: [a + ¢ = 0
a+b=1 a.__.b=0
b+ c= 04 a+b=1

dol (vx € D) ; fx) = %_(}a% i 1_%_;)
3)a) Calculons  7(a) ol K@) = f * Ax)dx

Soit x€ D on a:

= e B2 e e R RS AT | Heridars]
ﬂx)_z(x‘+1+f+1 .1c+1)_2(2'14-;;*4"|+x2 x+1)

donc:/ (o) = %[%ln(l + x%) + Arctan(x) — Inll + xl
= %(—Lln(l + 0°) + Arctan(a) — In(1 + o) — %in(z) — %—+ ln(z))
/ 2
Sl In(m—l——ﬂ-) + Arctan(o) — IE + lnﬁ)
2 1l + o
dols o Lfiliasiod i ln/_
I(c) 4ln[(l s ) Larctan(@) - % +
b) Calculons Jim 7 (o):
e S e d
unallm—_—(1 o) anla -—ahml =] et la fonction In est continue en 1,
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donc:alirp“ln( L& a) ]~ In(l) =
et lim Arctano. = —,2~ d'ou: lim /() = l"—(-ﬁ/_ﬁ +

Exercice (v 5

e Calculons j,:
I (i 1

: 1 W
Soit x€[0;1]ona: Zr 7 1= (x+%)z+%_%(%(x+ I),+ 1]

ELa

Utilisons une intégration par changement de variable.

On pose: ; — 2¢/3 . . /3 donc dr = 2—@dx c'est-a-dire dx = ﬁdf
t X+ 3 5

etona:::ﬁﬁx=0ett=/§<=ox=l

3
_4 __J_£ =28 :
donc 1—3[ Ve ‘/_ =34 F¥l 2 lAnlan(.'}]ll
~3— +“3— +l
_2\/5(&*@ _J3m
TR R i
’ ‘- n 3
dou.!n_«—g%

e Calculons I+ 1, + [, (utilisons la linéarité de I'intégrale)

I 2

1 |
on a: eale et AN TR ey ESENE | o
foickedist by j;v’+x+Idx+jux"+x+ldx+j;x1+x+lm

2 s e ] R WRRRALE L ERG o
_ﬁxHde ful.dx_[x]u_l

donc h+hL+L=1

e Calculons I, + 2/,

1
ona: [, + 2l = ZA&'—I—dx (X' + x + l)d
0 X+ x4+ 1 o X2 x4 1

=[G+ x+ D] = n@3)
donc: L+ 21 =In (3)

e Déduisons la valeurde /:
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Ona: h+2,=In3 et [, = —@'7{; donc: / = %In(S) - %1,,
do: I = In(/3) — '/_

Déterminons la valeur de 1,:

o hth+L=1doncL=1—-L—[=1- In(/3)+ —r{i_ﬂTﬁ
doii = 1 — In(/3) — ":f

Eierice &

1) ¢ Calculons 1[_?'?1,” fx)

Soit r un élémentde R, ona: f(x) = —l(-ie--—J.-I-—:-fi

Onpose: t=1+¢* ,0na:x -+ 0 = - +

donc hm I-T(]+t--;:) =,1_:|r__nx-]-r-;-£ =10

ona: __Iu t] J;-‘?i =,”.rf'm{l + ¢ ) = 1 donc: yl_]rpr(x) —=(0)

+(Calculons: rlﬂimif(x)

mpose: = e* ona: x — — 00 & ¢ — 0 donc lim f(x) = !|m"-‘~(—1—£ff—f—)-— 1
2)a) Calculons I'intégrale: f T é—xdx

it x un élément de R ona: ; —l—e; = -——""1—‘:;8_'9 — f‘é—,
donc

flj]‘ I{_,“dx= j:(l — ,)dx= [x—= I+ e[ =0a—In(+e9+ InQ)
dol ] 1‘11 Sedx =0+ ln( +2_e“)

o) Calculons: f(x) +f ' (x)

rlafonctions f est dérivable sur R, et on a:

brelR); f'(x) =—e *.In(1 +e?) +e “.Tf_—;; =—f(x}+l—+le—;
tonc (vx € R); £ +£' (x) =7 +e
1Déduisons /(o) en fonction de o
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ona:(vxe R); f(x) =——f'(x)+T;1—e7donc: .[“f(x)a'x= f(—f'(x)ihl—,i;l?)dr

c'est-a-dire:

10 = ["f'@dc+ [* 13orar =@} + o+ 1n( :25)

2

=~f(a)+1n(2)+a+ln(w)=a+ln(lJrze )+m(z)-_il_+_‘?_°_)

el'l

2 )_ In(1+e°)

d'oir: : 1(0) = In(2) +a + 1n(1 — —

c) Calculons Jim 7 (o)

! 2 2 2
ona: ulflpm(_ fla) = 0 et a+[n(ﬁ?)=ln(e“)+ln(l+e ) In(I _fe )

= lim 2t

2 o
etpwsque llm e i

= 2(onpose:t = e®;0t - + o0 = t -+ )

20, ) In(2) donc lim 7(a) = 21n2

£P Integral et ordre

LN

alors: lim In( 2e
@ =+

“ Propriété
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle 7, a et b sont
deux éléments de / .

2 Sia < bet f estpositif sur [a;b], alors f“}(x)dx > 0.
o Sia<bet(vxelab); f) < g, alors [ fdx < [gdx.

uSia < b alors ’f“bf(x)d.xl < £b1f(x)|dx

&:® Valeur moyenne

“  Propriété >
Soit f* une fonction continue sur un intervalle / et ¢ et b sont deux élé-

ments de [ tels que a < b.
Il existe au moins un élément de l'intervalle [a: 6] tel que:
L .
ﬂd—b_uﬁﬂﬂm.

L.e nombre 5 l = f ”f(x)dx est appelé la valeur moyenne de la fonction f

sur l'intervalle[a; b |.
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Exercices d’application
EEREY 9

L fret
unposef_anxdx
1ja) Montrer que: (vieR") ; 1-t<e'=<1

b)in déduire que: (Vx € [0;1) ; 1 —x < e* < 1 —x+ %2

4
3_ 2 s 1
))¢) Vérifier que: (vx € [0;1) ; +x =xX-F+x-1+~
Sdui 9y S 4 In2
b)En déduire que: > <= 24T 5
bercice &1V

%it f et g les fonctions definies sur I'intervalle [0; + o par:

fi)=/x— In(1 + x) et g(x)zij‘:}'(t)dt ;x>0
g(0)=0
1ja) En utilisant le théoréme de la moyenne, montrer que:
(Vx € 0; + ) ; flx) — g(x) >0
b)Montrer que g est continue a droite en x, = 0 et que [1m‘gix) 0
) Vérifier que: g'(x) = S — g&) g ()
fndéduire la monotonie de g.

ercice £51

1
bourtout n de N* , on pose: [, = fl.x".tanxdx et/ = fx"" " (1 + tan’x)dx
1 0

. 1 1
| Montrer que: (Vn € N°) 5 I, = o7 .tan(1) = 77/,
IMontrer que: (vne N) ; 0<J, < % et en déduire lim J,.

j|Calculer lim n.1,

biercice &
lla)Montrer que: (vx e R") ; 0 <In(1+x) <x
indeéduire: lim_ [ In(l + x")dx

}|On considére la suite numérique (u,), . , définie par:

(vneN’) ; u,‘=_[1-1%5€7.dx

L2~ 8 pour tout x de l'intervalle J0; + of;
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a) Montrer que: (vne N') ; u, = lnftz} —%.[ In(1 +x")dx

b) En déduire: lim u, et lim n.u,
| Exercice £k}
1) a) Etudier les variations de la fonction f définie sur [();%—] par:
f(x) = %x —tanx

b) Montrer que: (Vx € I();%—D ; 0 < tanx < %x

2) On pose | — f%lan"(x)dx pour tout n de N°
(1]
) ! i3
a) Montrer que: (VvneN) ; 0<[ < I+ 1)
b) En déduire: lim 7,
| Exercice 71

Soit f la fonction numérique définie par: f(x) =

1) Etudier les variations de f .
2) Construire (#°) lacourbede f dans un repére orthonnormé (0; f;;').
1
3) On pose: I = fzf(x)dx
1]
l

a) Vérifier que: (Vx € R-{1}) ; = I+x+x*+..+x" '+-l—fﬂ7

= 1} ! "X
b) En déduire que: / = 3] (f’x‘e'dx) ‘P fz lx—exd’x
€} Monitrer due: (Vx s IU;%D 1< f() < 2/e
d) En déduire que:

Y % L _x 1 - % X 2/E
Z(f ”d")+ G+ D2 S’E.EM “jed")Jf G+ D2

k=0
Solutions

1) a) Montrons que: (VieR") ; 1 —1<e'<1
e Soit f unnombreréelona: 1> 0 e -1 <0 = e¢' < |

e Soit @ la fonction numérique définiesur R" par: () =¢ '+ 1 - |
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Ona: @ est dérivable sur R" et (vi€R) ; ¢ () =—e'+1

Ona: @'(r) = Opour tout  de R" ;donc la fonction @ est croissante sur R,
dou (vee R") ; @) = @(0)

parsuite (Vi€ R") ; e "= 1—t(car @ (0) = 0).

finlement (vieR") ; 1 —t<e'<1

b) Déduction

Soit x un élémentde [0;1]ona: (Vi€ [0;x) ;1 -1 <e' <1

doncf(l—;)dz<f 'd:{fldr

et puisque f(] — dt = [z — "2—[ =x— —-etf ~dt = [ l',:- e+ 1

aﬁmzx
a[ors:xm—’éii—e“’+ 1 < xclest-adire:1 —x < e* < l—x+%'
dnc (vx € [0;1) 51 —xSe* < 1-x+ 5

T 2 - . X 3 2 |
2)a) Vérifions que: (vx € [0;1) ; = ==

Sit x un élémentde [0;1] ; ona:

1 XA+ 0 —2U+x0)+ &= D+ 1)+ 1
1+ x 1+ x

_X+x - -+ —14+1_ _x

b) Déduction I+ x I+x

Soit x un élément [0;1] ; on a: :'c2 € [0;1], et d’aprés la question 1) b)

Y-+ x—1+

4

mal-x<e’ = 1=2+ 2 etpwsque x4
cl=E & & s xt
dlors: e

FE et B I T )]

A
<) ey B S

A dira- 1 _ < _€
Cest-a-dire: 1 x_x+1h Y e

donc (l—x+ x+l)dx

d’ohﬁ(l—x)deIS[a(l~x)a‘.x+§fnxj‘r1

_£K=1_L:L
52 272
S, o

: Al -
Ty —x+ Inlx + II[—- i+ InZ

et puisque: f(l —x)dx =

f qax= [

<ol =

-

In2

7 A S In®
—ﬂ+Tcestadlre2£I£

alors; >a - 5

B —
b=
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Exercice £1);

1) a)Soit x un élémentde [0; + oo
Ona: f est continue sur l'intervalle [0;x] , donc
3c € 0;x]) ; j;}’(r)dt = (x — 0)f(c) (d’apreés le théoréme de la moyenne|
c'est a dire: (3c € J0;4]) ; %fo}‘(r)dt )
donc: (3c € [0;x]) 5 g(x) = flo)

d’autre part, f est dérivable sur ]O;1+ |

l“l+.1f ~ x
2¢x—In(1+x) 20 +x)yx—In(l+x)

donc (Vx e |0;+a) ; f'x)=0et (f (x)=0ex=0)

et (vxe|o+al) ; /()=

d’ou f est strictement croissante sur [0; + o[-

et puisque: 0 < ¢ < x alors flc) < flx) c’est adire g(x) < flx) (car
g(x) = f(c)) donc f(x)—g(x) >0

d'ol: (Vx € [0; + o) ; fx) — g(x) >0

b)Montrons que g est continue a droite en zéro

Soit x un élément de I'intervalle J0; + oof ona: (vz € [0;x) ; f() =0
donc j; ff(r)dr =0 dolug(x) =0

et d’aprésa)ona: g(x) < flx)

donc: (Vx € |0; + o) ; 0 < g(x) <f(x) et puisque lim f(x) = 0 alors

lin}g (x)=0
d’'ou Iing_g (x) = g(0) c’est-a-dire g est continue a droite en x, = 0

* Montrons que: rl_im @ R ()

-+ o

ona:(vx € J0; + o) ; 0 < g(@) <f(x)
donc (vx € J0; + o) ; 0 < 82 SO
Sx)
X

e Calculons: lim ==

X =40
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Soit x un élément de |0; + oo on a:

fx) _ Jx— In(l + x) & /x-— In(1 + x)
X X 1

*/l_ln(l-l-x)_‘/']_ Ln(l+x)x+1
Ty x 2 = e ] [t e

. . In(1 + x)
etpuisque xl_gm:——_l_ I

ethm(“ 1)—~ um(-}c—)= 0

X =+ o0

f() 1 _In(d+x) x+ 1
dors ‘I!m ey =0

= O(en posant X =x+1)

M (vx € J0; + o) 5 Oﬁ-g—ij—cl<iff—)
im L2 = 0
tfonc lim g{x} =0

G R 469)

IVérifions que: (Vx € J0; + =) ; g'(x) = =

it F la fonction numérique définie sur [0; + o[ par F(x) = fxf(!}dt
0na F est la fonction primitive de f sur J0; + oo| qui sannule pour x = 0

fonc F est dérivable sur [0; + oo et ona: (Vx € [0; + oo) ; F'(x) = f(x)

'Soit x un élément et de J0; + | ona: g = f.g(cﬁ
oy B ) = E(®) < fx) 1 E(x)
fonc g'(x) = e =
L fe) s gl ) — g (x)
X X X
d,U':I: (Vx o k), + OQD . g’(x) 2 f(x); g(x)

1Montonie de la fonction g
ma (vx € [0; + oo]) 5 fx) — gx) >0
dnc(vx € J0; + o) 3 g () >0

dpuisque g est continue a droite en 0, alors la fonction g est strictement

wissante sur [0; + oo .
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(Exercice - 3
1

1) Montrons que: (Vae N') ; [,.=—.tan(1) 4.1,

Soit n unélémentde N,

Utilisons une integration par parties

on pose: {u'(x) —x  ona:lu(x)= #J'{"
v(x) = tanx V(x) = 1 + tan’x

Les fonctions uet vsont dérivables sur [0;1] et les
fonctions «’ et v’ sont continues sur[0;1], donc:

;,=[u(x)v(x)1—fh(x)v'(x)dx

i 1 o Pl AT

= In+ tanxl f“ (1 + tan’x)dx
L l +I
i o + f (1 + tan’x) dx
il ey
T n+ 1 -tan(1) n-+ IJ

dot (vneN) ; [, =t tan())— 7,

2
2) Montrons que: (VA€ IN) ; 0 <J, < %lﬂ

Soit ne N’
Ona: (Vvane[0;1]) ; x**.(1 + tan’x) = 0
donc fulx' "(1 + tan’x)dx = 0 c'est-a-dire J, = 0
et puisque la fonction tan est croissante alors,
0<x=<1=0 < tan(x) < tan(1)
= 1 + tan’x < 1 + tan’(l)
donc: (Vx € |0;1) ; x"*".(1 + tan’x) < x"*'.(1 + tan’(1))

dols [ x (1 + tan'm)dx < [x*'.(1 + tan’(1))dx,

c'est-a-dire 7 < (1 + lan’{l))fl ?

etona:f x"dx = [ donc: J, < n_{l_ 2.{1 + tan’(1))
(']

n+ 2 “-I,_ + 2
dou: (vne N) ; OSJ,SH—+—2-.(1+tan‘(I))
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+ Déduction:
Ona:(vneN’) ; 05U, < ;:IFE(] +tan’(1)) et "i'frpx?_}l‘-—z(l + tan’(1)) = 0

donc limJ, = 0

LR

J) Calculons Jim nf,
daprés la question 1, on déduit que: (Vvn e N’) ; nl = ﬁmn(l)—n—f_-]—_fn

etona lim—2— = lim—L— = 1et [imJ =0
n—-+=M 1 uvuar.l_'_l PR Y

n

donc: lim n., = tan(1)
Exercice £7 2
Ona: la fonction In est strictement croissante sur [0; + o

donc:x>0=x+1>1
= In(x+ 1) = In(1)

destadire: In(1 + x) = 0 donc (Vx€ R") ; 0 <In(1+x) (1)
*Soit ¢ la fonction numérique définie sur R™ par: @ (x) = x — In(1 + x)
lafonction @ est dérivable sur R" et on a:
(VxeR) ; ¢(=1 —x_l-l--T:E:T-_l—
donc (Vx € R") ; @' (x) = 0 d’ol @ est croissante sur R".
testadire: (Vvx € R") ; ¢(x) = @(0)
par conséquent: (Vx € R") ; In(1+x) <x (2)
de(1) et (2) on déduit que: (VxeR") ; 0<In(l+x)<x
b) Déduction:
it € N* et x un réel de Vintervalle [0;1]

ma: x" = 0 donc (d’aprés la question précédente): 0 < In(1 + x") < x”

fol: 0 < _/:In(l + X dx < j:x"dx

) i 1 o xnn' i 1 1 1
etpmsque.j;xdx—[n+ 1L_n+13105'0 Sj;ln(l+x")dxﬁ—-—u+1
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[(vneny ; 0= ['In(1+xdx < 75

donc

: 1 ¥
..llr-‘l(n+l)"0

1
d’oti (d’apres les critéres de convergence); lim f]n(l + x"dx =0
(1]

2) Montrons que: (Vae N) ; u,,=l'}1—2—%l'l]n(] +x")dx

Soit n un élémentde N' ;ona:u, = i _f +dx (utilisons une intégratio
1]
1

par parties)on pose u'(x) = setv(x) = %.x

l +
donc u(x)=In(l+x") et v'(x)= -

On a: les fonctions u et v sont dérivables sur [0;1] et &’ et v/ sont
continues sur [0;1] donc u, = [u(x) v(x)L - flv'(x)u(x) dx

x.In(1 + x"
n

Ik fl (l+x”)dx
ln(2)

C'est a dire: |, —

In(2)

= f’l.ln(l )i

d'ol: u, =

par conséquent: (vneN) ; u 7 I In(1+x")dx

b) Déduisons Nim u,
Ona:(vheN') ; u ln(2)

et limi=o0et lim [In(1+ x)dx= 0donc limu,= 0
(1] =
e Déduisons: lim n.u,

"=t

ona:(vneN’) ; nu = ln(2)-—[ln(l +x")dx

1 _! In(1+x"dx

I

et lim In(l + x")dx = 0 donc Jim nu, = In(2)

n=+3

Exercice £F%

1) Etudions les variations de f
On a: f est dérivable sur ’0- E—] (somme de deux fonctions dérivables sur I{}:i}b

etona: (Vx =

D F) =2 _(1+ tan™y)

d’autre par la fonction [’ est derivable sur [0;.2175,] etona:
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ilv.rElO;%D ; [7(x) =— 2tanx(l + tan’x)

4
doli le tableau de variations de f"

et puisque: (Vx 1= [o;ED ; tanx > 0 alors (Vx c [0;%]) s (x)=0

INE

X 0
Flx) [0 —
4-7

) T *‘*-{I)m__\__\_bzi—zn
! T

o

Ona: f* est continue sur [0;—’;—] et £'(0) xf’(%) <0
donc d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe o
de'intervalle ]0;%':'—[ tel que: f'(a) = 0.

etpuisque f* est strictement décroissante [0;-"}]alors o est unique,

donc f'(x) = 0 = x € [0;a] et f/(x) S0 = x € [OL;%]

X 0 a %‘
£ £ 0 -
f(a)

b) Montrons que: (Vx (S [0;’—}]) ; 0 < tanx < %x

Daprés le tableau de variations de f on a: (Vx - [0;%1) ; f) =2 0

Vx € [0;%—1) ; tanx = 0

donc: (Vx S [0;%]) ; tanx < -%x et
doll [Vx € ’0;%—]) ; 0 < tanx < %x
)Ja)Montrons: (vreN’) ; 0= < A0+

Ona: (Vx = [O;%D : 0 < tanx = %x = (‘v’x € [0;%—]) S0 Sitanty < (%x)

Calcul intégral |y 125



(d'apres les propriétés de l'ordre et I'intégral)
B Al R 1

dou:(VhneN) ; OSLSC‘(”_‘_”

b) Déduisons lim /,

Ona(vheN’):0<[< =0

T . m
A+ S IMIETTn

et d’apres les critéres de convergence ona: lim /, = 0

| Exercice &1
1) Etudions les variations de f:
e [ estdéfiniesur: D= |-oo;1[ U JI; + o
e Les limites:
On a: lim f(x) = lim ;<= 0 lim f(x) =— oo} lim/(x) =+ o
1

et lim f(x) = lim %'——
X == 4 00 X =4 0 . l

=— 00

25
# 3 - x
e Dérivation:

Fl—x)+ e _ e2-1

[ estderivablesur D etona: (Vx € D) ; f'(x) =

@@= (-9
e Tableau de variations de f:
X .——CXJ | 2 .-|-m:
| ') | + + 0 =
+ o0 —o?
iF O/' / \ |
— 00 — 00

2) Construction de la courbe (¢):

° On a: lim J(x) = 0 donc la droite d’équation y = 0 est une asymptote:
la courbe (") au voisinage des — .

*Ona: limf(x) =+ oo et limf(x) = — oo donc la droite d’équation x = | e
une asymptote a la courbe (/).

Donc la courbe (#) admet une branche parabolique de direction I'axe des
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ordonnées au voisinage de + co.

[
/\}
-

(@] l :

| e

3 Fomiaret 2 R e
3)a) Vérifions que: (vxeR-{1} ; T I Fx bk shar b a =

= ] — x" | %"

StxeDona:l+x+ax+ .. +x =

s s

gonc: (Vx € R‘—‘{l}) A l—i? =1+x+ Lttt X

Je=y
b) Déduction:
v g% l — il (Gl | -e.l‘x!l C‘I A= - S "__' 5 fr.xd
ona: ¢ Xl_x—e(1+z+""+x )+1_xdmm1_x-(§¥;)+]_x
.i e,r fri= 1 4% 3 = exxn
Fll — - Jie 2 x
dOﬂC."*‘/n 1 “de_ (;u‘/“ exdx_)+ jn [i=x
o Sl : ;
¢ Montrons que: (Vx € [0,7]) o1 S fe) =<2 /e:
ma: f est strictement croissante sur [{};—H ; donc
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(vx e o] 70 < 0 < f3) ot (va e [od]) i1 5700 < 2/
c) Déduction:

Soit x un élément de[ -:H ona:
x

1<f(x)<2./_:~x"<l

X
4 1k n_x %
> [Pwdx < [ dx < 2/e [“xd
! 1
l |||Il < 2 xe-‘ < _l_ n< 1
[n+lx L—j;l—xdx"‘z‘/g[n—ﬁlx l
1 Sfi x"e* 2/e
tr =ty 2 e (n+ 12"+
{n—-1 1 n- 1 1
2 kox 1 < < 3 ky ZO/E
donc (‘,(.fu xedx)+ (R Ty 2= 1= E,fu xecbc)+ (n+ 1)2""

Quelques techniques du calcul d'une intégrale

1) Utilisation des fonctions primitives

Cette technigue consiste a 'utilisation du tableau des primitives (primitives

des fonctions usuelles)

2) intégration par parties

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [a; b | telles que '
et V' soient continues sur [a; b].

ona: [W@v@ds=[u@v®]~ [u@v(x)dc
Cette égalité est dite formule de I'intégration par parties.
3) intégration par changement de variable

Soit f* une fonction continue sur un intervalle 7 et u une fonction déri-
vable sur un intervalle J telle que u(J) c I

=0Nna: f f(u(t))u(t)dt—f f(x)dx pour tout o et} de J.

e

= Si 1 est une bijection de J vers I , alors pourtout ¢ et b de / ona:

f.f(x)dx g 'mf(u(r))u’(;)d,-

)
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" Exercices d’application

tiercice 13

inutilisant une integration par parties, calculer les integrales suivantes:
f,=fx.cos(2x)dx; L= [(Zx— 1) . Inxdx

I= j:(x— 2).e"dx ; L= jfe’. sin xdx

sz;lx.Arctanxdx ; L= j:f:os(lnr)dr

= fe“‘dr ; i,t:'[ﬁ—ﬁ%;dx I = ]'(—l‘ilr“%)zdz
tiercice 613

hurtout réel o de I'intervalle J0;1], on pose I(a) = flx.Arctan(%)dx
{|Calculer en fonction de o l'intégrale /(o).

1 Calculer lin}l (o)

ercice &
futilisant une intégration par changement de variable, calculer les intégrales
dWivantes:
5 JE
b= | 757 onpose x=,/1
10 43
L=f Phdx= Lo onpose f1=/x— 1
i 5 x—2
z 2 g2
l= —di on pose x=t
fu cos (1) P

— ’ Clx = —
I j;./:_c(x—4/}+5} onpose f=/x—2

ENY 18

l|Calculer 3 I'aide d’une intégration par parties I'intégrale: 7 = f ]ﬁf—xz)zdx
(1]

S o i B T

J|En déduire que.fn i xz)zdx ¥

8 " 4
BHEY 19
sin’x

14 i
%y b 3 o A PR
Inconsidére les intégrales / = 1% oo cosxfbf etJ= fu cosx.In(1 + cosx)dx
utilisant une intégration par parties, exprimer J en fonction de [ ; puis

aleuler /et J .
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| Exercice &1
1) Montrer que: f T +t —f T dx (on pourra poser t = i)

2) Calculer l'intégrale J = ﬁ ?__r:Tdf’ en déduire la valeur de I'intégrale

!=f1l_:]_:!,df

| Exercice &1

On considere les intégrales suivantes: / = f cos'xdx et J = f sin'xdx

il [}

1) Montrer que: [ = ons (x) (cosx — cosxsin’x)dx
R I i o = [ osdsae— Ly
2) a) Montrer que: / = ./;sm xdx — zJ et/ = fu cos'xdx — =1
b) Montrer que: [ + J = 3—:‘;1:- et /—J=0
c) En déduire la valeurs de chacune des intégrales / et J.
Exercice £

On considére les intégrales suivantes

.

1=j0—_x—g/’T—2dx ; u/ﬁ“dxetﬁ' f/ITa:x

Soit u la fonction numérique définie sur [0;1] par u(x) = In(x + /x* + 2).
1) Calculer u’'(x) pour tout xde lintervalle [0;1], en déduire la valeur de /.
2) a) Vérifierque J+2/=K

b) En utilisant une intégration par parties, montrer que: K = /3 — J ete

déduire les valeurs de chacune des intégrales / et J.

 Exercice £X}

Soit F et f les fonctions numériques définies sur R par:

F)=Inkx+ /% + 1) et fx) = —/—'T—l
pr

1) Montrer que la fonction F est une primitive de f sur R.

2) En utilisant une intégration par changement de variable, calculer I'intégra

] ]
[ = , dx
-[l;x”—lr 2x + 2

3) Calculer: J = f" In(x + /% + 1)dx
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bercice £
On consideére la fonction F définie sur R par: F(x) = fﬁx—]—dt
o S+ 2+ 1

l|Montrer que F est une fonction paire.

)}a) Montrer que: (vt € IR)) ; m < }‘;, et en déduire que:

(Vx€R) ; 0SF@) <o

o) Calculer lim F(x) puis lim F(x).

3 Montrer que F est dérivable sur R, puis calculer F'(x) pourtout x de R.
bercice £1:3

On considére la suite (u)

nn =1

définie par: (VvneN") ; u —nf“s?—xaix

IIMOntrerque:(VneN‘-{l});u .._ (gln(l)+f cosx }
. N .| *cosx
))a) Montrer que: (vne N )‘ifl — COSX x| <f. e

) Montrer que: lim u, = sin(1)

Exercice 13 W

+(Calculons £, :

Onpose u'(x) = cos(2x) et v(x)=x donc: u(x) = sm(2x) et v(x)=1

lesfonctions u et v sont dérivables sur IO;%]et i’ et v sont continues

surlﬂ;%l
donc: 1’—[2 sm(lr)] 2_[ sin(2x)dx =L 3 4[cos(2x), 282_711-

'Calculons £

i3
X
lesfonctions « et v sont dérivables sur [1:e] et #’ et v’ sont continues sur

liie] donc: L= - x)nx] - f'(x — Ddx

Posons u'(x) = 2x — 1 et v(x) = In(x), donc u(x)=x*—x et v(x)=

=(ez-e)-[§x2 [ (@ —e) — (2e—e~—é—+l
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dou: I, = lje“
e Calculons /I
On pose u'(x)=e" et v(x)=x—2 donc u(x)=¢" et v'(x) =1
Les fonctions u et v sont dérivables sur [0;1] et « et v sont continues
sur [0;1]
donc 4= [(x— 2)e'[ — [e'dx=—e+2— e+ 1doli: L=3—2¢
e Calculons /;
On pose u'(x) = ¢" et v(x) =sin(x) donc u(x)=¢e* et v/(x) = cos(x)
Les fonctions u« et v sont dérivables sur 0;%
Les fonctions «’ et v’ sont continues sur 0;%
donc = [e"sinx]:’} - fnge"'.cosxdx
cest-a-dire: [, = ¢z — I', (1)
e Calculons I’; en utilisant une intégration par parties.
On pose u'(x)=e* et v(x) = cosx donc u(x)=e" et v'(x) =—sinx
Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle 0;%

Les fonctions «' et v' sont continues sur l'intervalle 0;—’5’-

s 2
donc = [e‘.cosx]? -+ f’e’.sinxdx

0

c'est-a-dire: I's=—1+1 (2)

o

de (1) et (2) on déduit que: 7, = e* + 1 — [, donc /, = £+

e Calculons I :

(x*+ 1)

BI|—

On pose u’(x) = x et v(x) = Arctan(x) donc: u(x) = %x’ + %=
1

x4+ 1

Les fonctions u et v sont dérivables sur [0;1] et les fonctions u” et v’ sont

etv'(x) =

continues sur [0;1]

donc: [ = -;Il—(x2 + l)Arctan(x)L— % 1dx

n_1
4”2

d'ol: = % —%
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*Calculons

Onpose #'(2)=1 et v(¢)= cos(Int) donc v' (1) =— %sin(lnt) et u(t)=t
lesfonctions u et v sont dérivables sur l'intervalle [l;e’g‘]; les fonctions u’ et
i sont continues sur [l;e":f]

donc: I = [tcos( In r)f + foﬁin( Inf)dt cest-a-dire: I, =—1+1

*Calculons 7's
mpose u'(£)=1et v(¢)=sin(Int) donc v'(t)=-}rcos(ln£) etu()=t

lesfonctions u et v sont derivables sur [l;e%]; les fonctions u’ et v’ sont

wontinues sur [l;e%]

donc: 1= [tsin(lnn) [ ~ [ cos(In)dt Clest-a-dire: I, = €5 — [ (2)
1

d(1) et (2) on déduit que: [ =— 1 + ¢% — [, donc , = %

*Calculons I :

Sy 1550

Una.l?_‘/:z,/f.—*zﬂe dt

Onpose: u' (1) = 5}/—?% et v() = 2/f donc u(t) = e et v'(¢) = %

lesfonctions u et v sont dérivables sur l'intervalle [1;4]

lesfonctions #” et v’ sont continues sur I'intervalle [1;4]

S W iy e S Rl S e e e VRSN
=L -2 f S 7r¢ =4 = 20 2[e”] = 46— 2¢— 2(e - o)
dol: ;= 2¢*

*(Calculons
Onpose: u'(x) = X__ et v(x)=x" doncu(x) = /1 + x* et v'(x) = 2x

p ( ./1——+x= (x) (x)

lesfonctions u et v sont dérivables sur Fintervalle [0;/3]

Jlesfonctions u’ et v' sont continues sur [O;ﬁ]donc:

L= /T+ x’r - fa'/j2x../l + x*dx
: 1.(1+x’)%+'r
1+§

v
=6-f (14 2+ Dide = 6 —

-o-2[/FF D = 6-26-1)

Calcul intégral | 133



S )
d'ol: &_3

e Calculons /,

’ o9 { __:l 2y 2y~2 —
Onposeu(z)_(l_kf)? 71+ Y1+ 1) et v(z)=Int
e (L 'y = 1
donc u(t) = 2'|+,2Et"(')_t

Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle [1;¢] ; les fonctions «’

et v/ sont continues sur I'intervalle [1;¢], donc

=_l_!_rL 4 | Akt ‘1+7-7
b [2' z[ 2 :r(l+r)m . I(I+I)d{

T et iy L e e
—-z-.l e +§(j; ("{"— T Iz)dt)_ G 1T 2[111(!) ln(1+I)

S alraler i A fmea b 2) L
= 2'l+e"’+2[(l 2ln(l+e)+21n2‘
s I Bl L b
dou.!.,—2+4ln2 4|H(I+L) 20+ )

[Exercice £1F
1) Calculons/(a) en fonction de c.
On utilise une integration par parties:
on pose: u(x) = Arctanl et v‘(x) =x
1

donc u’(x):w-metv(x) 2x +2 2( x'+1)

Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle [a; 1]; les fonctions «’ et

v' sont continues sur I'intervalle o 1]

donc: /(ar) = (x + DArctand L fz

T l 1 |
’ | | 1 |
d’ol: [(a) = "2‘( e 1 Arc lﬂn(""‘ct)‘f' —2' *;2-

2) Calculons ling‘! (o)

Q|—
Il
ol

On a: Iim~l~ =+ oc et lim ArctanX = r donc lim Arclan(
a0 X—-4w 5 a - O
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- WIS By e EYSIA T el
donc lim/(@) = 7 — 7 + 5 = > d'ou: Jim /(@) = 5

Erercice &¥j
3
*Calculons / = f T—‘gt—dr
1

Onpose x = /t donc dx = —zlﬁdt c'est-a-dire df = 2xdx et t=x’

etona:{g:i x=1
=
=8

N=0s

SN v 2% 2! Vi 1
donc.f’.—jl' de—ZII (l—l_l_xz)dx

=2[x— Arclanxlé= o R 16.[_
s Calculons I, = 'on— "x{Idx
2 2

Onposet = /x — 1 donc dt = ﬁdx c'est-a-dire: dx = 2tdl et

doncyr— 1+t =) It B g 1
fz-j:(r_ I)(Zt)dt_ 2f2 —Ldi= 2]2(1 + 1)‘“
=2[t+ Inlt— 11} = 2(1 + In2)
A
(] = PENLG )
Calculons £, j; o' dt
Onpose x = ¢* donc dx = 2tdt

x T
donc 7, — f;cofs’xdx: [tanx]u =

9
e dx
ke j; Jx(x— 4/x + 5)
Onpose t = /x — 2 donc dt = o lx dx c'est-a-dire: 2dt = 71;01’:

ona:‘x:«i {l:ﬂ
=
x=9 =
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etpuisque x— 4/x+S=(x- 2+ 1=£+1

e 1 A ) L% n
alors‘{‘u'['(ﬁ—zr‘-l'l.ﬁ -/l:f+ldt 2[Ar(l.dl’lfI 2

Exercice §F]

1) Calculons / ;
on a: l—f(] g

eyl 2x T L
”fnZ'(I+x’)“xdx f(l+ )"xdx

on pose: 2x  donc: lu(x) = o]

u'(x) = '('m?)—: P TR |
v(x) = x vi(x) =
Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle [0;1] , les fonctions u'

et v' sont continues sur l'intervalle [0;1], doncon a:

-Huril-4 [ o= fipl o[ e

=—}1-+%-[Arctan x]:, =-'2|1—+%:(Arctan(l)—Arctan(O)) =~7i—+%*
O ey S &

d'oli: I = =

2) Déduction:

Pourtout xde Rona: 1 X+l1-2 1 =

(L35 Gl b b A )R

donc: »[(1+ myrdx = f(l+x (1+x’)) [szdx «[(l+ o
=[Arctanx], - ILZ-—(%—%)“—‘%+%

| Exercice £T:]

T
e Exprimons J en fonctionde /:J = f‘cosxl_n(l + cosx)dx
0

v(x) = In(1 + cosx) — sinx

| + cosx

on pose {u'(x) = COSXx d’ol |u(x) = sinx
vi(x) =

Les fonctions u et v sont dérivables sur IO } les fonctions u” et v" sont

continues sur [0 L J donc:
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o|w

i

J=[sinxln(l + cosx)f -+ de d'ou: J = )+ I

1 + cosx
*Calculons J :
Ona: sin’x = 1 — cos’x = (1 — cosx)(1 + cosx)
donc 1=F_(l — cosx)dx =[x — sinx]§ =%—§

onaj— -/_et visque s _ /3, (3 alors j_ /3 i] T 3
I puisque ; _ 21n(2)+1 1=Ln3)+ L&

T

3
donc 7 Bl 3N
el 2'“2e)+3
bercice &1

N Ea PEE R e T
!Montrons r:]ue.[I 1+r3dt [ I+x3dx
fpaa il hpc e deliix=2
On pose: t = % donc dt = xzdx et ‘r_ o) :#( l
2

2 %zuz—r*dhflj(%)"(_%)dx

4 3 1
R =l SR B IR
_fzx’+l'( x’)dx 2 x’+ldx

! 2
B T S g
L ./z-x“+1dx j;x“+ld'x

2 2
R | J X
dUU.£ I_—I'-Tdr_ %"-'"'—1 + x;dx

1) Calculons J et déduisons /

[+ 1-1l1-

i

Soit 1 un élément de I'intervalle [ ]
|‘,,_, —_— — _.l... e _... ..I_.
e (: ) ( ]

2 ( (

(r - %) donc: dx =

Cest-a-dire: 2 _ ;4 1 = %

M!r—-

dt c'est-a-dire dt = -"gdx

Sl

onpose: x =

o1k

N o
b
e

0
/3

Calcul intégral B
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A /3 /_
o S 1 VS et .
_B'ﬁ ey ~dx = 3 [Arct(mxl:ﬁ
=2‘3/§(Ar(ldn(/_) Arctan (0)) = —-ﬁ[%x%zzngﬁ
ot = 2Td3
* Déduction
= )
d‘aprés la question 1)ona: /= ﬁl+rd{ fl+ +dx
soit x un élément de |2. ]on a:
. = - St N s 7 ()R
1 + x° x4+ 1 2+1 £+ 1
= i 00 o ee A 1 et
x+ Dx*—x+1) 2+1 xF—x+1 x+1

donc ;_f’( l 1 )dx

L\x? —x o+ 1 = e
L e edl Sillhe G
Y x'*x‘i‘ldx j;x’—kl &
Cesta-dire 2/=J dou: I=1/= ’_‘_9@

| Exercice £31

1) Montrons que: [ = f::os (x)(cosx — cosxsin’x)dx
ona: (Vx € [0;7) ; cos'x = cos’x (1 — sin’x) = cosx.(cosx — cosx.sin’x)
donc: / = f::osx.(oosx — cosx.sin’x) dx
0
2) a) Montrons que: / = fx sin’xdx — %-J'
]
Utilisons une intégration par parties:
On pose: u'(x) = cos(x) — cosx.sin’(x) et v(x) = cosx,
donc: u(x) = sinx — %sin’x et v(x) =—sinx

Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle |0; 7 |; les fonctions ' et
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v'sont continues sur [0; 7T |

donc: =

: Il ey 1 s
(smx — 3sin x).cosx[ + fo (sm x — zsin x)dx

“f sin’xdx — bln “xdx

3
doli: / = f: sin’xdx — %J
*Montrons que: J = fo " cos’xdx — -%1
ona: (Vx € [0;m ) ; sinx = sin’x(1 — cos’x) = sinx. (sinx — sinxcos’x)
donc: J = fnﬂsinx. (sinx — sinx. cos’x) dx

utilisons une intégration par parties pour calculer J

onpose: #'(x) = sinx —sinx.cos’x et v(x) = sinx

donc  u(x) =— cosx + %cos’x et v'(x) = cosx

lesfonctions u et v sont dérivables sur [0; 7 |; les fonctions«’ et v’ sont

continues sur[0; 7t |
donc ; _ [(— cosX + %cos’x)sinx[ - fn (* cos’x + l-::-os":r)dlx
0

3
= f:coszx - %j;::os‘xaix

dou: J = flcos"xdx o %I
1]

b)-rm'nntronsque:H—J‘::;T:lt

, _I_ il x 5 l i i 2
ona: / + 3J_fusmxdxet.f+ 3Im£cosxm
donc:%(l +J)= ft cos’x + sin’x)dx

(1]

Sl VO T AN B ey S | A =137
c’est-a-dlre.1+.!—4fo1.dx~4[x[,‘- - dou: I+ J ==
*Montronsque [—J =10

! iy B
nna.l+§.l—_£smxdxet.f+ 1—fcosxdx
dunc(H%J) (J+ f) [(msx“qxnx)dx

(est-a-dire: %(! - J)=— fncos 2xdx = — If sin (2x)[ -
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d'ou I—-J=0

c¢) Déduisons la valeur de / etlavaleurde J

on a: [!+J— 3“ donc[ 2= 3“ dou!mj—%
I-J=0 fe=d

[Exercice &%)

1)Calculons u'(x) pour tout x de [0;1]

La fonction u est dérivable sur [(; ] et on a:

l+ﬁx
(VxE[O;l]);u’(x): x1+2: }x+ x2+2 = ].
X+HJF 2 Y2 2 2

1

donc (Vx € [0;1)) ; W' (x) = 7]
=

e Déduisons la valeur de /:

ona: /= ﬁ'ﬁa: fu'(x)dx?[u(x)]l = u(l) — u(0)
s ¢ o I s v 0/—+ f)

donc: ; — |n(@'5_/€)

2) a) ¢ Vérifions que: J+2/=K

on a: J+21*fﬁ+=rd_x+fm
-f X+ 2 g ﬁ./:r+2dx=K

x+2

donc J+2I=K
b) ® Montrons que: K =+/3 —J

onpose u'(x)=1etv(x) = /x'+ 2 donc u(x)=x et v'(x) = ==

i / - prre

Les fonctions u et v sont dérivables sur [0;1],et les fonctions &’ et v’ sont

continues sur [0;1] donc K = |x/x + 2| — I—L—dxz 3—-J
[0:1] /2] - [ Ew= 13

dou: K= /3 - J

e Déduisons la valeur de chacune des intégrales J et K .
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ona:{K—J=21 donc K=:’+~2‘/3

K+J=/3 J:%—%‘[

doi K=£2§+ln('/§;‘/g)et J:—‘é?-—ln(ﬁ;/g)
Exercice £X1

1)Montrons que F est une fonction primitive de f sur R
slafonction: u:x — x + /1 + x* est dérivable sur R et u(IR) c [0; + o
etlafonction In est dérivable sur J0; + oof , donc F est dérivable sur R.
1 +'-—2x__ .

2yt J1+x"+x
x+y1+x° 1+ +HV1+xD)

B e i

donc F est dérivable sur R etona: (vx € IR) : F'(x) = f(x)

Ona:(vxeR) ; F'(x)=

dest-a-dire que la fonction F est une primitive de f
J) Calculons 'intégrale [/

Sit x unréel, ona: xX*+2x+2=(x+1\+1

onpose f =x+ 1 donc dx =dt

& 0 )

at;; i {: ?d'ou: = [,ﬁﬁdx: f"ﬁ‘“
= [f0di=[F®] = F1) - FO) = In(1 + /2)

par conséquent: 7 = In(1 + /2)
3 Calculons I'intégrale J
ma:J = f:ln(x +/1+ Ddxet u'(x)=1
fnutilisant une intégration par parties ; on pose: F(x) = In(x + /1 + x)
donc F'(x) = f(x) et u(x)=x

lesfonctions F et u sont dérivables sur l'intervalle [0;1] et les fonctions

F'et 4’ sont continues sur l'intervalle [0:1]
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donc: J— ) S IO Tt e :
I=[u@F@[ - [u@)f@d=F(- 1 f.ﬁ?"“

4 SEETIEEE bt d

= 1+/2) Ilzmdx

(= 1+/2) = [/T+ %[, = In= 1 +/2) - (1 - /2)

dol: J=In(— 1 +/2) - 1+ /2

Il

Il

By 24

1) Montrons que F est une fonction impaire.

Soit x€ R ona: (-x)€R et F(— x) = f_.l'Tﬁ“sz‘ﬁd’

Onpose t=—u donc:[r=*ﬂ.f ﬂ{u:x et dt =—du
t=— 2x =

ey S SO0 RN ol
d'ot: F(—x) f————m( ) [ma’u F(x)

Par suite: (VxeR) ; —xeR et F(—x)=—F(x)

Par conséquent, F est une fonction impaire.

2) a)e Soit ¢ un élément de |0; + oo|, montrons que: ?lﬁ < ;L
+ '+
ona:l+F+t>rdonc/1+72+1¢ =/t
c'est-a-dire: /1 + £ + ' = >0 donc: L
1+t + ¢ t
» Déduction:

Soit x un élément de [0; + 0|, on a: (vt € [x;2x]) ; 0 < L : <1
;;l e !

et la fonction ¢ - leest continue sur [x;2x] et la fonction /.. -1 est

:/1 + 041

continue sur [x;2x]

2% x
donc , d’aprés l'ordre et I'intégrale ,on a: () < 1 dr < =dt
; 2 | l“g , 1 lfr?1+f+z" ff
et puisque: f ?_'df = -*[ == 5 tx = azalorsi0 = F(x) < —2];

donc (vx € IR) ; 0 < F(x) < 51;
b) on a: I(Vx eR);:0=5F(x)< le—

i | [
1).*.?‘;2‘5* 0
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done~ lim F(x) = 0

1(aleulons lun F(x)

MNPoSE Y=—X ONaA: X — — 00 &> y — + ©
done  lim F(x) = lim F(= y)
= I:r:n— F(y) =— _li‘rplF(y) =

|
1+2+ 1

Sit G une primitive de ¢ sur IR, donc G est dérivable sur R.

j|Lafonction@: 1 est continue sur R

gona: (VxeR) ; FOO =[G =G62x)-GW®)

&t puisque la fonction u:x — 2x est dérivable sur R et u(R)=R et la
fanction G estdérivablesur IR , alorslafonction Gou estdérivablesur R ,donc
Festdérivable sur R comme difference de deux fonctions dérivables sur IR,
gona: (Vx € R) 5 F'(x) = 2G"(2x) — G’ (x)

=20(2x) — @ (x)

2 &= |
JI+4ax*+16x" J1+x°+x

fest-a-dire; (VxeR) ; F'(x)=

brercice &1
i) Montrons que: (vae N*—{1}) ; T

(sm(l)+f cosxdx)

St n un élément de IN * — {1} , on pose v(x) =sinx et u'(x) = xln

| 1
TR [ T

donc u(x) = — et v'(x)=cosx

lesfonctions « et v sont dérivables sur I'intervalle [0; 7t |, les fonctions u’ et

/ sont continues sur les intervalles [0; 7t |

l "mxa'x [uGv)] —[zu(x)v'(x)a{x

| =St "_ x cosx .|

*[n—l'x"’ [ n—l‘x“"'dx
e sinx sm(l) 1 * COSX

ol ! T @T =1 Y= wrdx
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donc pour tout n de N *—{1} on a:
smx sm(l} cosx
T "f: 7 yilan ( == T~ lf dx)

- A l.(sin(l)+f COSX )

;x"

2) a)Montrons que: (vae N °); U cosx f xl._ldx
Soit ne N°
On a: (Vxe[ln})l—;-,—r’ l — (car:lcosx| < let x"' > 0)

doncf [dx‘:j:x,,,

etpuisque:| i_offdz| f’gi',s—_“{‘dxalorslf m“dx|sf‘
d'oti: (vne N ');| dx‘ -—-;—:a'.x

b) Montrons que: lim u, = sin(1)

on a:

#] NS S
j:Jr'"'d"t_[2~n"'r ].

2(1 —ne (Iﬁ))

donc: (vne N ‘~{1;2});| x| <

s i 2l [ 1
et puisque: — 1 < <lalors lim| 1[) =0

}—_Idx
P X

- 1=t 2("(%)”-1)= i 2(1_11:'(_

={))

d'oir: J_irpm—_'—z(l ~m (i) )= 0% (1= 0)= 0 (car "l_irphn—.l_—z
et d'apres les critéres de convergence: lim J LS X dx =
. * e, COSX
Ona:(van e IN'— {1});u = n - (sm(l) + f dx]
et lim " = lim —!- = I donc limu, = 1 (sin(1)+0) = sin(1)
[ e n—-vo)l._. H—=ton
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{3 Calcul d'aires et de volumes

< propriété ™

1 diCUtl @ aires

Dans tout ce qui suit, le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; i })

ul'unité de mesure d’aire notée u.a est I'aire du carré OIKJ c’est-a-dire :

m:n?lill!:fﬂ
JL K
|
oli I

“ Propriété ™

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;5].

Soit A l'aire du domaine délimité par (C;) la courbe de la fonction f,
laxe des abscisses et les droites d’équations respectives x =a et x = b.

b -
§i f est positive sur l'intervalle [a: 5] alors : A = ( f f(x)dx)u.a (figure 1).

b
i f estnégative sur Iintervalle [a; b]alors : A =—(f f(x)dx)u.a (figure 2).

(c) -4 : ;

il =
0 T b )

figure (1) figure (2)

< Ppropriété ™

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a:b],
Laire du domaine plan délimité par la courbe (C;) , I'axe des abscisses et
les droites d’équations x = a et x = p est le nombre positif:

a=(['| rw lawa).

Calcul intégral
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Methodes et techmques

“  Propriété ™

Pour déterminer le signe de I'intégrale f ij (x)dx sans le calculer il faut:
+ Comparer les nombres a et b. ;
1 Déterminer le signe de [ sur lintervalle [a;b]
Appliquer la propriété de l'intégrale et relation d’ordre

Pour étudier la monotonie de la suite (/,) définie par /, = f !:t,'(x)dx
(ol £, est une fontion continue sur [a;b]) !

1 Calculer la différence 1, — 1, a I'aide d’une seule intégale (utiliser la

linéarité)/, . — f £ ()dx — f fdx= [ (4 (0 — £))dx
. Déterminer le signe de I'intégrale obtenue.
Pour calculer f f_'f(x) dx en utilisant sune intégration par parties:
. Choisir deux fo:1ctions u et v' telles que : f= uxy' (le choix doit étre
convenable et non au hasard),
i Calculer ' la fonction dérivée de u et déterminer une fonction primi-
tive v
u Utiliser la propriété de l'intégration par parties (on peut utiliser I'intégra-

tion par parties plusieurs fois).

Limlte d’une swte

v Propriété P

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]
i e b—a _b—a b—a
On pose : S, = “— *sz(cwr k== )et.s,,_ Ef‘(a+k )

Les suites (.5.), et (s,) sont convergentes et admettent la méme limite (

telle que (= f Flx)dx.
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“ Ppropriété ™

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b]. (C;) et (C,)
sontleurs courbes représentatives des fonctions f et g dans un repéere
orthonormé (O 7: ).

(aire du domaine plan délimité par (C,) , (C,) et les droites d’équations
r=aet x=p estle nombre fflf(x) — g(x) dx exprimé en unité de

mesure d'aires.

Sur la figure ci-contre, (C,) est au dessus de (C,),

donc: (Vx € [a;b]); flx) > g(x) 7t )

dou: PSRN BZ A

i (] ! E

[[1100 =g ) ldxua = [ (f(x) ~ gx))dx ua ; L
n 3

>

l'espace est muni d’un repére orthonormé (0; I } ;@)

Lunité de mesure de volumes est : wv = | i W j |1 % ‘i.
“ Propriété ™

Sit S un solide délimité par les plans (2) et (2) d’équations z = a et

1=b (a < b)et soit S(¢) l'aire de la partie représentant I'intersection du
solide S avec le plan d’équation z =1 avec ¢ = ¢ = b; Si la fonction défi-
niesur intervalle [ 6] par: 1 — $(1) est continue sur [a; 5] alors le volume

dusolide S est V= (f’JS(I)dt)u.v :

“ propriété ™

Lespace est muni d’un repére orthonormé (O; i :: @)
Soit / une fonction continue sur un

intervalle [a; b | F (% e :
levolume du solide engendré par =i
untour complet de la courbe (C)) - ;} > x
autour de I'axe des abscisses est : I~
V= (fhﬂ(j’(x))z dx) w.y /

2 T(f(x) = S(x)

Calcul intégral
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Exercices d’application
 Exercice 13

1) En utilisant une intégration par parties, calculer I'intégrale:

(703
o J(1+ x?)?
; S 1 ¢ k*
2) Soit (u,), . , la suite définie par: 4, = . )|
=1 n‘_=1/(n2+k).
Calculer  lim u,
EEEY 27
1) Calculer Vintégrale: /= [ —~*—dx
) 8 fﬂ JI + x
2) Soit (u,), . , la suite numérique définie par:
n=|
(Vn € IN*)ju = ——. E_
“ n/n &/n+k

Calculer: lim u,.

LR -

1) Calculons I’mtegrale I= X
f“ J+x?)°
on pose: |y'(x) = —% donc: =l
lu (x) 05290 [u(x) e
vix)=x?2 v (x) = 2«

Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle [0; 1]; les fonctions u’ et
v’ sont continues sur I'intervalle [0;1]
et d’apres la propriété de I'integration par partie, on a:

JlT‘l”[‘/Hx]“
__Z_tzrf_'_i _3/2-4

Calculons lim u, ou u, w b
ity n*zl;;(n +k‘)
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k
(&)
k
(‘ 5 (?;)
TR0 el G

o flx) = mxz) 3
ona: f est continue sur [0;1] et (‘v’x elo;1 ]} f'x=
donc f est strictement croissante sur [0; 1]

onat:_lE/

I
(x2+1)2

dou (d'apres la propriété des sommes de Riemann) la suite (”..) est
1
convergente et sa limite est égale a f fx)dx
0

donc: lim u, = folf(x)dx = -3-‘/—52-;‘-4-

LR

Brercice £¥;

1) Calculons I'intégrale /
Soit x un élément de l'intervalle [O- 1]; on a:

i gt x+lﬁ_‘/x AL

- — =+ D'+ Di= @+ D'+ 13
1+ x

1 1
donc: = I—]l-t-l(cx-l-l)f“—-—*-r/{-f(x-f-l) 2“lﬂ [3\/( R e 2\/x+IL
Donc:]-—( 2‘/“ ) (3 ) 3 3

2) Calculons 11m Un

fi—too

Soit n€ N* on a:

n-l kll—
Rk gf( ) L e
ol (vx € [0;1]) ; FX) = /T
Ona f est continue sur [0;1] et f(x) = 5-(—~——}3pour tout xde l'intervalle

[0:1]donc f est strictement croissante sur [0;1] d'oli d'aprés la propriété des

sommes de Riemannona: hm U, = ff(x)dx par conséquent [im u, i 32-/5
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" Exercices de synthése

| Exercice 1.3

Soit f la fonction numérique définie sur [0; + of par: f(x) = (ﬁ‘f) -

2, et soit

(¢') sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; :})
1) a) Dresser le tableau de variations de f

b) Construire la courbe (¢).

2) Pour tout n de N" on pose: / = j.‘ '!(_"?;_)'dx

a) En utilisant une intégration par parties, calculer /,

-l
b) Montrer que: (Vvne N *); I =_2e7 +(n+ 1)1, et en déduire la valeur

de chacune des intégrales £ , I et /,.

| Exercice $I]
On considére la suite numérique (u,) definie par:
(Vvne N ');u. = '[rx *(Inx)" dx

1) a) Calculer u; .

b) Etudier la monotonie de la suite (u,), en déduire qu’elle est convergente,
2) a) Montrer que: (Vx € [I,e]);0 < Inx < ’:
b) Calculer lim u,
3) a) Soit n un élément de N’ , déterminer une relation de récurrence entre

Uy et Upn+1
2

b) Vérifier que: u, = 2—5.‘?e s

c) Calculer limnu,

| Exercice £10

Pour tout n de N*, on pose: / = fli (Tosl"x
0

1)Déterminer les nombres réels a et btelsque:
— g ®|\._1 _ acosx . bcosx
(Vx = I0‘3 l)’cosx — 1 —sinx ¥ 1 + sinx
En déduire la valeur de I'intégrale 1.

2) Calculer 1.
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3)a) Soit n un élément de N tel que n > 3; déterminer une relation de

recurrence entre I,et/l,-»

b) En déduire la valeur de chacune des inégrales L , I et k.

bercice £38

1)Soit g la fonction numérique de la variable x définie par:
glx)= ln(l + tanx)

a|Déterminer D I'ensernble de définition de la fonction g .

bj Calculer lim g (x) et en déduire lim(1 + tanx) :

2)a) Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a; b].

Montrer que: j;bf(x)dr = jj’f(a + b — x)dx

b)En déduire la valeur de l'intégrale 7 = f “In(1 + tanx)dx
(1]

EEEY 32

150it f une fonction continue sur un intervalle [0;a] telle que: a e R ".
Montrer que: f ‘jf(x)dx = f a‘f(a — x)dx

0 u
) En utilisant la question1); calculer les intégrales suivantes:

= ['n(l + tanx)dx; T = '“l(_‘,r;x)dx K= flif:'(')‘sxx
0 0

Remarque: Pour I'intégrale J, on pourra poser { = Arctanx

Exercice £%

: 1 : (%_x
On pose: /, = dxet{‘:f'— ——~—dxpour tout n de N".
0

0 (l = )
1)a) Calculer I,
bjEnposant = 1—x calculer /.

)Ja)Montrer que: (vne N °);1 =

(n+I)2" i"l-i—l'lr

b)En déduire que: (va e N); I = (—_p-ll) 5

Calcul intégral )
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Exercice £7%

1) a) Vérifier que:

I il
=500 20+ I+F

(Vvte R—{-1; l})

4
b) En déduire la valeur de o sachant que: a = f’ —2r—; cdt

2) Soit h la fonction définie surl() ‘/_]par h(t) = ln(-l—}:z)

f] 1

a) Calculer A'(¢) pour t€|0

b) En utilisant une intégration par parties ; montrer que:

A
i Jn(l = ‘i}d:: 20— L3102

; I+ 1 3 ®) In (x)

X)) = e —

¢ (1+ 2)/1-x?
g()=0
a) Montrer que g est continue a gauche en 1.

3) Soit g la fonction définie sur [—:12 llpar:

b) Vérifier que: f g(x)dx = fn ; %@}_‘gggsui A

c) Calculer en fonction de a l'intégrale / = ﬁ Ig (x) dx
2

Exercice £17

3
1) a- Vérifier que : (vt € IR — {— 1} );f_lz Fedtlg—s

b- Calculer I'intégrale : I = f—-a’r

2) Calculer I'intégrale : J = ) A dx, (poser: t = s/x* + 1).
) & j: I+ 1+ 3/ + 1 (p )

Exercice £15

e s
Onpose: I = L cos'x + sin'x
1) Soit x un élément de [0;%—]; montrer que :

1 |
COS'X + Sin'x _ CoS (2x)

1
1+ -'-ldﬂ (2x))
2) En posant ¢ = tan(2x) , Calculer t'lntégrale i
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(Exercice £V

1)Onpose: [ = f s sinx

% cos'x + sin'x — 1

+Vérifier que : (Vx € IR) ; cos’x + sinx — 1 = 2 cos’(x) (cos’x — 1)
-Vérifi et R ) il T O TR
b-Vérifier que : (v € IR — {1 1})t2(! 2(:—1 T
-Enposant : 1 = cosx , calculer I'intégrale 1 .

))On pose : J = ffl_alrjic_c_gsx_dx
0

+ cos’(2x)
; s = o Joay dof t A=
aEnposant : £ = cos(2x) . Montrer que: J B.[.I =7 ~dt
b-En déduire que : J = T’I—

EEEEY 38
dx

1)Enposant ¢ = -, calculer [ = -
)Enp f =t
nd
e~ 2 ’ e dx
J)Enposant t = /e* — 1 calculer I'intégrale J fm e
/70
S S iy e dx
3)On considere I'intégrale : K L P
a- Déterminer les réels a , b et c tels que : .
tout # de R—{1}

$ fo B ol =l(l)_i'2‘+1)i( 1 )
b-En deduire que 1" = 3|75 6(r3+z+1,+2 £t 1
1

- Déterminer une primitive de la fonction w: 1 —

S bt + ¢
S T = B S

T pour

C+t+1
d-En posant ¢ = 3/1 + x* , calculer I'intégrale K.
Exercice £7:)
-\Veérifi R 2
1)a- Vérifier que : (Vz € J0; + o) ; L=L I+r = P24 U it-re

o /x4 1=4/x¥1
i+ 14+ 4/x+ 1

£+ 2t+2 _ sl e - o

tit+ 1) t r+1

b) En posant t = 4/x + 1, calculer I'intégrale : I = f
))a- Vérifier que : (vt € J0; + o)

bEnposantf= /x*+ 2x + 2 + x,
x+1+J/x'+2x+2

X+ /X 2% +2

cleuler intégrale J = f
a
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Exercice £T]

Soit n un élémentde N°

On considére la fonction numérique f définie par:
sin(2n + 1x

fx) = , 28%“ ;x#0
_ 2n+
f0)==5—

1) a- Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f

b- Montrer que f est continue au point x, = 0
2) a- Montrer que f admet une fonction primitive sur I'intervalle IO;%]
b- Montrer que : (Vx € D) ; f(x) = Jj+ !zn]]oos(ka)

c-Montrer que : f ! f(x)dx = %

[ Exercice £5}

1) Soit f et g deux fonctions numériques continues sur l'intervalle |a;b]
(a < b)

Montrer que : (f:f(x)‘\_?,'(Jr)d:n:)2 < (f(f(x))zd’f)—(f:(g (x))zd")

2) Soit f et g deux fonctions numériques continues et positives sur lintervalle [0;1]
telles que: f(x)g(x) > 1.

Montrer que : (_/:f(x)dx).(fn:g(x)dx) >1

3) Montrerque:f‘ gy < /n

COSX el |

FTEEY 42
(]

3x L
Soit F la fonction numérique définie sur IR} par: F(x) =J£ . Ize dt

1) Montrer que : (vxeR’) ; F(x)=[‘~’ !_ 1 [:_.L"’GTG?
. . % :b_d!_< ?h'g" & ¥ df
2) Montrer que : (Vxe R)); e L 7 __L rdt<e fb 1

3) En déduire lim F(x)
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1
Pour tout élément n de N* , onpose : [, = f x". tan xdx
0

= fx L] 4 tan’d) di

- . - i i Lk l
1)Montrer que : (Vvne N'); [ = ] .tan(1) P

n

2
)Montrerque : (Ve N');0<J < 1_4_-’:_1%(1_)' et en déduire lim J,

R =t

3)Calculer lim n.,.

LR -

Exercice 474}

x . =
Pourtout n de N” , on pose : [, = f’%dx etJ, = f ]
0

1)Montrer que : (Van € IN");0 < <l

CES _[3 sinxdx, en déduire : lim I,

"o+

2)Soit n un élémentde N” .

g J Fnsinx .. - FE - [xsinx
a)Venﬁerque.'fD sta® fﬂsmxdxlhfo———x_!_ndr

P

b)Montrer que : (Vn € N°); [: %gfdx e

3)Calculer lim J,.

n -4 o

Soit ¢ un nombre réel et n un entier naturel non nul, et soit f une fonction
numérique continue sur R".

Montrer que : f; d f (x)( j; Jf(r)dl)ndx = H—h( fo ‘}'(x)dx)u ¥

Sit g une fonction dérivable sur un intervalle [a;b] qui admet une fonction

réciproque g ' sur [a;b].

Pour tout x de [a;b] on pose : G(x) =— fxmg"(t)dr + xg (x)
la)

dF() = [g(0)ds

1) Montrer que F et G sont dérivables sur [a;b], et calculer F'(x) et G'(x)
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pour tout x de [a;b].

2) En déduire que : ffg(r)dt = bg(b) — ag(a) — ng \(¢) dt

gla)

Exercice £

Soit a et b deux nombres réels de R tels que a < b

On considére la fonction numérique f définie sur I'intervalle [a;b] et vérifiant:
i) f est dérivable sur [a;b] ;ii) f’ est continue sur [a;b] ¢

iii) (vx €[a,b]);0 </ () < let fla)=0

1) Soit la fonction: y:[a;b] — IR définie par y(x)=f*(x)— Z(I'f(t)dr)

a) Montrer que la fonction y est dérivable sur I'intervalle [a;b].

b) Calculer y'(x) pour tout x de l'intervalle [a,b].

c) Montrer que la fonction y est décroissante sur [a;b] , en déduire que
V¥ (x) = 0 pour tout x de [a:b].

2) Soit ¢ la fonction définie de [a;b] sur R par:

o(x)~ [ 12 @ar—([" rar)
a) Montrer que la fonction @ est dérivable sur I'intervalle [a;b].
b) Montrer que : (Vx € [a,b]) ; @' (x) = f(x).y (x)

3) En déduire que : ff Y(x)dx < (fh f(x)dx)z.

 Exercice £E

156

Soit f la fonction numérique définie sur [0; + oof par: f(x) = ';‘c—;"

1) a- Soit F la fonction numérique définie sur [0; + oo| par:

F(x) =— 1 +xlnx

vérifier que F est une primitive de f sur 0; + o ;
b-Soit n€ N telquen = 2 ,onpose: = f"f(r)dr;
2
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Calculer I'intégrale [ , en déduire que: 7 < i 02 +21n2

--Montrer que f est décroissante sur [2; + oof

2)On considére la suite numérique (S,), . , définie par :

In2 ln3 ]n(n)
l¥ne N* {l}) S, = R —+— 33 o — =

Montrer que la suite (S,), . , est strictement croissante ;

b-Soit nE N tel que n = 2

In(n+ 1) . 2 g .¢ «In2  In2
Montrer que: i lF j;f(r)dr,en déduire que: S, < o ¥ =%

¢-Montrer que (S,), - . est convergente.

b —

EEEEY 49

-On considére la fonction f de la variable réelle x définie par:

) = In(x + /1 + %)
Sit (C) la courbe de la fonction f dans un repére orthonormé (O, ?;:i)
1-Déterminer D I'ensemble de définition de f, puis étudier la parité de f.
f (x)

2-Calculer l:m f(x) et l:m , en déduire la nature de la branche infinie au

wisinage de +oo de la courbe (C).

3-ftudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

4-a) Etudier la concavité de (C).

b) Donner I'équation de la tangente (7) a la courbe (C) au point d’abscisse 0.
¢ Tracer (C).

- Calculer Iaire de la partie (A) limitée par la courbe (C) et les droites
déquations x =—1; x =1 ety=0

I-On considere la suite (/,) définie par:(Vvhe N); I = _[
siaere (1) par :(Vn )3 JH—Q dx
I-Montrer que la suite (7,) est convergente et calculer sa limite.
)-Déterminer une relation de récurrence entre /.., et /,-, pourtout n de N".

}a)Calculer L ; I ,et L.
2
bl En déduire la valeur de Vintégrale : k= [ ——%—_d.
: g -/l' JW=Du%2 :
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| Exercice £
On considére la suite (u,) définie par: (Vvae N);u, = [l I—_tl_"—Fdr
1- a) Calculer uy :
b) Montrer que : (Vn € IN) ;u,, + t,,,, = I_:FLZ—n
c) Calculer w, . u, et us.

2- Montrerque : (Vne N );0 <y, < I—Jrl—,? , puis déduire im w,

3- On considere la suite (v,) définie par: (vne N');v, Z{Zk L
a) Montrerque: (Vvne N);v, = u,+(— 1)" ",
b) En déduire nl@r_pﬁv,,.
| Exercice £71%
On considére la fonction F de la variable réelle x définie par :
Fx) = ¥ Iniz dt

s 2t=1
1)Montrer que F est définie sur: D = ]()?I;[ u Ié + ool

2) Montrer que F est dérivable en tout point de D, puis calculer F'(x) pour
tout x de D.

3) a- Soit x un élément de [1; + oo[

Montrer que : (3¢ € [x:4x]); F(x) = L

b) En déduire que : lim F(x) =

g
Montrer que : | F(x)| < f 2In(0)dr , en déduire : lim F(x).

4)Soit x un élément de l'intervalle k

Exercice {73

Soit [ une fonction définie et dérivable sur X et vérifiant :
(vxeR); f—fw=2[" fdr et f0)=f(0)=1
1) a- Montrer que la fonction f est deux fois dérivable sur K.

b- Montrer que f est solution de I"équation: (E£):y" —y —2y =0
2) a- Résoudre 'équation differentielle () ;
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b- En déduire que : (vx € R); f(x) = :];—(Ze 24 o)
3)Soit n un entier naturel ; on pose : «, = ' l-—'-i(%? dt.
a-Montrer que f est strictement croissante sur [0;1];
3 0. ey —dt_
b-Montrer que : (Vn e N);0 < . Sf(l)[ T

¢- En déduire que : lim . = 0

Exercice £}

Sit n un élément de N” ; on considére la fonction f, définie sur R' par:

fl) = :'FH_-C_::_
n.
1} Pour tout réel n de N" , on pose : I(a) = f "ﬁ(t)df.
»-Calculer /,(a) en fonction de « ;
b-Montrer que pour tout n de N et pour tout f de R" ;ona:
Il‘
< e S
0 =40 = o
t-Déduire un encadrement du nombre /,(a) en fonctionde n et a.
))Montrer que pour tout # de N ; ona f est strictement décroissante
surl'intervalle [n; + oo|.
; 3,1 el
3)a-Montrer que : (va e N°); = <(n) ¢

b- En déduire que : Hli_rln I(a) =0

bercice 477

St f lafonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) = ’E —i %
#(C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7:).
{]a-Montrer que : (Vx € R);e*>x

i-En déduire I'ensemble de définition de f.

tCalculer les limites suivantes : lim f(x) et lim f(x)

Ja-Montrer que le signe de f'(x) sur R est le signe de 1 —x ; puis dresser
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le tableau de variations de f.

b- Tracer (C). (on admet que (C') admet deux points d’inflexion d’abscisse

O et o tels que-% <o <2).

3) On consideére la fonction F définie sur R par: F(x) = f ':e'f(t)dr

0

a- Déterminer le sens de variation de F'.

b- Montrer que pour ¢ de R* ;ona: e,’_ - > =

2
c- En déduire que : (vxe R*): F(x) > % , puis calculer : lim F(x)

| Exercice £33
Partie A:

1) Soit f une fonction continue sur [a;b] avec (a<b) et a une fonctior
dérivable sur un intervalle 7 de R tel que : a(1) C [a;b].

Montrer que la fonction : Fix f uff:)dt est dérivable sur /7,
etque:(vx € I); F'(x) = floe(x).0' (x)

2) Soit f* une fonction continue sur [4; ] avec (a<bet o.; B deux fonctions
dérivables sur un intervalle 7 de R telque: a()) C [a;b]et B() C [a;b]

Bixd
Montrer que la fonction : F:x f(t)dt est dérivable sur I'intervalle /,

wixd

etque: (vxel); F (x) =f(Bx)x B (x)—fo(x) X ' (x)
Partie B:

On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie pa

flx) = ?_.1—-- et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé

=7
(05%3).
et F lafonction numérique de lavariable réelle x définie par: F(x) = f ’f‘(.')u'L
I- 1) Etudier les variations de f et tracer la courbe (C).
2) Déterminons D; I'ensemble de définition de F'.
3) Calculer F'(x) pourtout x de Ji; + oo puis étudier les variations de F sur

Iintervalle |I; + oof.
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IMontrer que : (Vx € JI; + oof);(x? — x)A(x?) < F(x) < (x? — x)f(x)
wis déduire Jim F (x).
|-1) Déterminer les réels a, bet c tels que :
(Vx € Dy); F(x) = af t———a‘t & f ——T‘ cdi

}|On considére la fonction h définie par: A (1) =— %t——‘ il—z |
»tudier les variations de 4 sur [0; + oo|.
o-Déterminons le signe de & sur [0; + oof.
IMontrer: (vVx € [0; + oca[);(x2 —x)h(x) < ‘/:?’t(t)dt < (x?2— x)h(x?
wis déduire : xtj_n}'f'}:(r) dt
{a- Calculer xlj_m — fh(r) dt

b-Calculer lim F(x)

5| Tracer (Cr) la courbe représentative de F sur |I; + o| dans un repére

uthonorme,

Onconsidelafonction F définiesurl’intervalle ]l; + oo[ par: F(x) = f ?(It)dr 5

oll f est la fonction numérique de la variable réelle ¢ définie par : f(1) = ew

)a-Montrer que : (Vx € JI; + oc[); f(x + 1) < F(x) < f(x) ; puis déduire :
Jlim F )

i-Montrer que : (Vu € [0; + oof);e" = u+ |

cidéduire: (vx € s + ool); F - 12 [ L

¢-Montrer que: (V¢ € J0; + oof);Int < ¢ — 1 ; puis déduire que :

(veei; +m[);l l dt > ln( Ll) ; puis déduire de ce qui précéde :

finF (x).

)} ftudier les variations de la fonction F.

}) Construire la courbe de F dans un repéere orthonormé.
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(Exercice 3

. ra TReinay
Onpose: J = _/; === dx
1) On considére la fonction F définie sur[%;nlpar: F(x) = fxﬁdf
g

et soit G la fonction définie sur [O; él, par: G(x) = f iill‘-(n;)dr
0

a- Montrer que : (Vx e [( 2]) G(x) = F(m) — F(m (1 — x))

b- En déduire que : J = f "‘]"(m)d
P :
2) Soit (u ) la suite numérique définie par : (va € IN);u, = f"”!"sin(m)df
N
a-Montrerque:(Vn € IN);J =t + th + . + thh 1+ R.
I
. _ [2tsin(me)
avec: R,‘_f(‘ et .dt

b- Montrer que: (Vn € IN');(V: e [(};%D; !“?_i;l{_ifﬂ < 21" ; puis déduire un

encadrement de R,.

c- Calculer _Il'gr_nﬁ(uu + th+ ot Uao1)

3) a- Calculer uo et w:.

b- En déduire que : (vne N"—{1 D= #(fj. —n(n—1)u,. -z)

4) Déterminer une valeur approchée du nombre J a 107* (Utiliser les questions

précédentes).

Exercice 3

On considére la fonction f de la variable réelle x définie sur l'intervalle

Im oLy
10; + oof par: ‘f‘(x) x#l
Fl)=

|- 1) a- Calculer les limites suivantes : lim f(x) et lim f(x).
b- Etudier la continuité de f au point 1.

2) Soit ¢ un élément de l'intervalle |- 1; + oo

a- Montrer que : |f T {‘-—du

b- Montrer que : du=In(l + 1) — [+ 2

5 I'+
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¢-En déduire que la fonction f est dérivableen letque: f'(1) =— %

) Etudier les variations de la fonction s

I-Soit G la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
Gx) = f;;’(x‘)df ;x# 0
G0)=20
[|Montrer que I'ensemble de définition de G est [0; + oof.
JJa-Montrer que pour tout x de Pintervalle J0; + oof :

2xInx <
S G(x) < xlnx

[on pourra utiliser les variations de f).
b-Montrer que la fonction G est continue a droite en 0.
- ktudier la dérivablité de G a droite en 0.

i-Calculer lim G (x).

X =4

30npose : F(x) = fxf(z)dz pour tout x de l'intervalle [0; + oof.
a-Exprimer G(x) en fonction de F(x) et F(x?).

b- Etudier les variations de la fonction G .

{Onadmet que : lim (’ix) = 0, tracer la courbe représentative de la fonction

X — 4 00

{ dans un repére orthonormé (();?;}) (ondonne: G (%) =—0,4)

txercice ;;,
Partie 1:
Onconsidére la fonction f de la variable réelle x définie sur I—g,:‘g par :

@)= [ L4

» COSt
[)Montrer que f est strictement croissante sur I'intervalle F%% ;

JJa-En utilisant un changement de variable en posant y = tan(%] :

i n.T|). , Y .l_+ b!ﬂx
montrer que.(Vx € ]—2 > )._;’(X) = I"( COSX )

t-Montrer que f est une fonction impaire.
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3) Montrer que f est une bijection de l—g’,%— vers un intervalle J que I'on
déterminera.

4) Pour tout élément ¢ de R ; On pose : (1) = ‘5”‘57‘3’

Vx € J~—12£,121~ ):(P(_f(x)) = f(x)

Vérifier que :
Partie 2:
Soit g la fonction définie sur R par: g(1) = fnx(Tl(:_)d"
et (C') sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; :})
1) Montrer que la fonction g est impaire.
2) a-Montrer que : (Vx € R); g(x) = 2Arctan(e‘)—'g'*.
b- Dresser le tableau de variations de la fonction g , puis tracer la courbe
(C).
c- Montrer que g réalise une bijection de IR vers I'intervalle ]legi :
3) a- Montrer que la fonction gof est dérivable sur]— 72;- 'g-[ >
Vx € }‘%.% );(goj)'(x) =

b- En déduire que : (Vx e }u'g—, g'-D;(gof)(x) =x

etque:

4) Montrer que : (Vx € --%*:%D;(Vy (< R);y = [ EEIST‘“ —x= [y_(p_l(ﬁdf

Exercice /57

Partie1:
1) Montrer que : (Vx € [I; 4+ o]) ; x = 1 + Inx
2) On consideére la fonction @ définie sur [1; + oo par:
¢ ()= In(1 + Inx) — 10X
a- Donner le tableau de variations de ¢.
b- En déduire que : (Vx € [1; + |) : @(x) = 0
3)Montrer que : (Vx € |0; + oo[) DX - % < In(l+x) <x-— -E-— - 53—1

Partie 2 :
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Sit f la fonction définie sur l'intervalle [1; + oo par :

= ¥ —]_ y
&) = f.. rdt s 251
S =20
et C; sa courbe représentative dans un repéere orthonormé (0; ?;;‘).

x—1-—Inx x—1-Inx
Inx sfl) = In(1 + Inx)

b- En déduire que f est continue a droite en 1 et calculer les limites

f ()

1)a- Montrer que : (Vx € [I; + o) ;

suivantes: lim f(x) et Ilm
2)a- Montrer que la fonction f est dérivable a droite en 1.

b-Montrer que la fonction f est dérivable sur Ji; + oo ; puis calculer f'(x)

pour tout x > 1.
3) Tracer (C;) .

On considére la fonction f définie sur R* par:
f@) = [in(e - 1)ds
f(0) =

1-Montrer que la fonction f est continue et dérivable sur R™
2) a) Etudier le sens de variations de la fonction g définie sur R'* par:
g(x)=In(e—1)
b) En déduire que : (Vvx € R™); xIn(e*— 1) < f(x) < xIn(e*— 1)
¢) Montrer que la fonction f est continue a droite en 0.
d) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droiteen 0.

f ) , puis interpréter géométriquement les

e) Calculer lim_ [(x) et lll’ﬂ
résultats obtenus.
3)a- Montrer que : (Vx e R7);: f'(x) = In(e* +e*—¢*— 1)
b) Etudier les variations de la fonction u définie sur R" par:
u(x)=e"+e*—e"—2

¢) Déduire que : (3'&6’ln(6) ln(z)[) ul@)=0et f'(a)=0
d) Etudier le« Hons de f et vérifier que : fla) <0.
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En déduire qu’il existe un unique réel B tel que :

a<p<in@et fB)=0
4) a) Etudier le signe de I'intégrale : f?irn{e’ — 1)dt suivant les valeurs de x
de R™

b) Tracer la courbe () représentant la fonction f dans un repeére
orthonormé (O, :})
(Onprend:In(2) =~ 0,7; fl@) ~—0,3; @ ~0,2 etlil = 2em)

Exercice £

1) a) Montrer que: (vx e R™): In(x) <x—1
b) En déduire : (vxe R™);In(x) < 2(yx—1)

2) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par:

e LI
f(x)_z‘/_—ln{x),x>0
f(0)=0

et soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (();}]
a) Montrer que la fonction f est définie sur R*

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en 0.
c) Etudier les variations de f .

d) Tracer la courbe (C).

3) a) Montrer que : (Vx € [1, + oe{);—é 4 I;}XE) < 2‘/;{%“ ® < %-}* é!n(x)

b) Calculer f'lln(x)dx et fal—n/%—:'dx

¢) En déduire un encadrement de l'aire de la partie du plan limitée par (C),

I'axe des abscisses et les droites d’équation: x =l et x =4

Exercice jgﬂ

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
fx) = x. ::: J_r }

et (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; ?;}')

1) a) Vérifier que la fonction f est paire.

b) Montrer que : (Vx € R}); "+ 4xe” — 1 > 0.
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(| Dresser le tableau de variations de f.

2.a) Etudier les branches infinies de (C,) ; puis étudier la position relative de
((;) avec son asymptote oblique.

b) Tracer (C,).

s

: > ) e ey ONEE. SIE P
3)Montrer que : (vx € R'); 2 S FPAT =]

4)Soit (u,) et (v.) et (w.) les suites définies par :

; B e e R WS B — X
(e N);u _{ e*’+ldx“" [ ]+ez,afx et w, [ 2el,d.x
3| Calculer (v.) et (w,) en fonctionde n ;

b)Montrer que : (vne N);w, <u, <y, < %

¢/Montrer que la suite (u,) est croissante et convergente.
d) Soit @, Vaire de la partie du plan limité par la courbe (C;) et les droites
déquations: y=xetx=0et x=n avecne N.

s L&' <X
Montrer que : 7} _“ll_r_pma“ =5

bercce 3

Partie 1 : On considére la fonction A définie sur R par:

= X =4, 'tz
h(x) = s Are tan (x)

et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;f;})
(7l=1 cm)
1) Dresser le tableau de variations de %, puis déduire le signe de h(x) pour
tout x de K.
2) Tracer la courbe (C).
3) Calculer en ¢m’ laire de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les
droites d’équation: x=0; x=1let y=0.
Partie 2
1)a- Montrer que : (Vi € R) ; 05]—#5:* :

b-Endéduire que: (vxeR) ; 0 <x—Arctanx < %—

2)Soit ¢ la fonction numérique définie sur R par:

Arctanx) . ., 2 g

gx) = 5 :

g(0)=1
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a- Montrer que la fonction g est continue sur K.

b- Montrer que la fonction g est dérivable en x, = 0.

c- Montrer que : (Vx € [1; + oof) ; 0 < f‘g(t)df < -g-lnx (1)
1

Partie 3: Soit f la fonction numérique définie sur R par:

f@ = [gde s x # 0

f0)=1
et soit (I') la courbe représentative de la fonction f dans un repére
orthonormé.
1) Etudier la parité de f.

2) a- Montrerque : (Vx € [0;+ o)) ; 0 < 1 — f(x) < 59-

[X]

b- Montrer que f est con=tinue en 0.
c- Etudier la dérivabilité de f en 0.
3) En utilisant la double inégalité (1) , montrer que vI@r_nm,;c“(:ac) =0 , puis
déterminer lim f(x) |
4) a- Vérifierque: (VxeR) ; X’ f (x) = Arc'tanx—[fg(f)dt
b- Pour tout x de R" onpose: @(x) = £’ f'(x) et (0) = 0
Vérifier que : (Vx € R) ; x@’ (x) = h(x)
c- Dresser le tableau de variations de f.
5) Construire la courbe (I').

L Solutions
Brercice /1 W

1) a) Dressons le tableau de variations de la fonction f

* Les limites:
ona: lim L=+ o et lim(Inx) * =+ o, donc: lim (1nx) Ll
x - 04X x 0" xet X
c’est-a-dire: lim f(x) =+ oo.
X - . !
+na: im0 = tim 152 = i 2137 | =0 fcar i 5 = ),

» Déterminons f'(x)

Ona f estdérivable sur 'intervalle 0; + oof;
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et: (VxE]0;+°°[);f'(x)= ZInx;Q(Inx)'* s ln(x)(fz—lnx)

slesigne de f'(x) est celuide: In(x)(2 — In(x)).

Dol le tableau de signe de f’(x)

x |0 1 & . %
Inx = ([) + " _-f-
27 [ IO s, - K i
J'(x) = 0 + 0 =
+Tableau de variations de f:
x o | E ]
/') - 0+ OS]
+ o 4

b) Coubre ()

™ |
12
=
wn
=9

I;’ffdx

2)a) Calculons: /7, =f:
Utilisons une intégration par parties

+Onpose: u(x)=In(x) et v'(x) = El?
. el S S

donc: u' (x) = L et vx) = =

les fonctions u et v sont dérivables sur[l;¢2]; les fonctions u’etv’ sont
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continues sur [1;¢?]donc: I = [u@v®)] — fs;'{x)v(x)dx

] f

=__2?+l__!_] _.____2__’___1.._.{_]:_ %_;..]
e- X ¥

nl
b) Montrons que: (vn e N 2ol =—2-e—._, +(n+ 11,

1
X

Soit n unélémentde N ona:/ = f ﬂngg;-idx

!
Utilisons une intégration par parties: on pose: u(x) = (lnx)"" et v'(x) =
donc «'(x) = ?’l:—l.(lnx) "ot v(x) =— %

Les fonctions u et v sont dérivables sur[l;¢ *]; les fonctions «’etV’ sont

continues sur [1;¢?] donc: L., = [u@v W] - f“‘ (x) v (x) dx

T L R e

! 2—;-_;—'+ (n+ DI

25+ (DI (1)

dol: (Vvhe N ');f'_.,;. ==
e Déduction:

D’apres le relation (1) , on a:

pour n=1; l-—21—+2l——£_—+2( -—3?+i)= LQ—+2
pour n=2: 1=~ 2; 4 3/, =~ §5+3[—1—‘§+2)_ 816
pourn=3:14=~-2:+41— 1—6;+4(-—283+6)= ]68+24

Exercice 3

1) a) Calculons
ona:u = fx‘lnxdx
1

Utilisons une intégration par parties , on a: { ) = ln%

=
i) = x5 v(x)=_lx,1

3
donc

S AR AU oD 1
: IBxI‘ e’ 3(38" 3)‘ 9 T9

:I’Tx“lnx]hé Aldc=

"ol 23+1
d'o 9

e 3x lnx
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b) Etudions la monotonie de la suite (u,)

Soit n un élémentde N" ,ona:u,, ,— u, = f. (x2(Inx) "' — x *(Inx) ")dx

= [x%(Inx) (Inx — 1)dx
etona: (1<x<e)=0<Inx<1 :

=>In(x)—-1<0
etx“(Inx) " = 0 pour tout x de l'intervalle [1,¢]
donc: (Vx c [l;e]):xz( Inx) "(Inx — 1) < 0
dol: [x*(Inx) (Inx — 1)dx < 0 cest-3-dire: u,, , — u, < 0
Par conséquent: (Va € N *);u_, < u_cest-a-dire (u,) est décroissante.
» Convergence de la suite ()
Soit ne N"; ona: (Vx € [L,e]);x(Inx)" = 0
donc: flx (Inx) “dx = 0 c'est-a-dire: 4, = 0 d'olr: (Vn € IN");0 < u,
Lasuite (1,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge
2) a) Montrons que: (Vx € [1;¢]);0 < Inx < —:
Puisque la fonction In est strictement croissante sur J0; + oof

aors:1 =x=<e¢ = Inx = Inl
= Inx = 0

donc: (Vx = [l,e]): Inx = 0 ;
» Soit @ la fonction numérique définie sur [1;¢ | par: @ (x) = In(x) — ’;‘
Ona (Vx € [Lie]); @' () = ; = % = ?__r:{;’i donc: (vx € [L;e]);9' (@) = 0
d'ou la fonction @ décroissante sur [1;¢]; par conséquent: croissante
Isx<e= @) < @le)

= (p(x) <0
cest-a-dire (Vx [ [l;e]];ln(x} = %f , donc (Vx = [l;e]);O < Inx < %f
b) Calculons nl_i_m u,
Soit x un élément de [1,e]et n unélémentde N* ,ona: 0 < In(x) < —;f

2

donc: 0 < (Inx)* < g-;"- dou 0 < x(lnx)" < £

et puisque: (Vx € [1;¢]);:0 < x*(Inx) " < %._;_z

alors: 0 < f'x Clnx)nde < Ei‘" f‘x Pz
1 !
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et puisque: f'x"”a'le ! x"‘-‘]z L _(er+2-1)

n+ 3 Rl
alors: 0 < u < elnl sler+i = 1)
foen i SN0 S0 nTS ~n +I3)e"
S i-l"ﬁ' St ,_.l.i’?",{;q_—l?,ﬁ = 0 d'ol: lim_ :‘3 e ~i—1§je' =

et d’apres les criteres de convergence on déduit que limu, = 0
3) a) Déterminons une relation de recurrence entre u,:, , et u,.
Soit n un élément N* ,ona:u, = f:cz(lnx)”"dx

I

Utilisons une intégration par parties, on a:

=3

{“(x)=(lnx)“" u(x)=(n+ l).-};.(!nx)"
Vi) = x* y(x) = ..;’x-‘

u, = luG)v] - "‘5 l.jl'rx*’(]nx)"dx

= [%x“{ll‘lx] ull‘ — G_.ﬁ%—._l_u

1

d'ot: (vne N .)3”,.. = %e"‘——n—-;'—luﬂ (1)

1

b) Calculons u;

En remplacant n par 1 dans la relation (1), on obtient:

Sl 2, s 22, D5 n 2
=30t - Ju=3e' - §(e v g)= e - 5

c) Calculons lim nu,

Soit n unélémentde N* ,ona:u, , = ‘ée-‘ — fl——':%'—--l- u,

donc 3u.., =¢' —(n+ Du, ;dou: (vneN*); nu, = e — u, — 3utas:

etona: limu = lim3u = O0donc: limnu =e?
]

=40 -4 0

Exercice 3

1) Déterminons les nombres a et b tels que:
(Vx i lO,ED_ I . acosx . beosx
)

*cosx | —sinx 1+ sinx
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ona:

B0 1 _ acosx . boosx _, _ a(l + sinx) + b(l - sinx)
e IU' 3 ]]’ cosx ~ T—sinx | I+sinx V i [0 I] cosx — il

= (Vr S ‘0;%—]};1 = (a — b)sinx + (a + b)

|a—b=0

=3

a+b=1
e |

=y 7 2
e
b=3

donc | [ 5 L( COS X  COSX )
[Vxe[() Dcosx_z l—~sinx+l+sinx

+Déduisons la valeur de [, :

Ona:
il e COSX .. COSX 1 (1—sinx)' (1+sinx)’)
':__] E?)T;T‘b* 2.[ (l—smx ]+sim;) 2.[( I=sinx T IT+sinx /%
_ L, (1+sinx 3 2l 3\_
~2[!n(]_smx)l ln( 75 b In((2+v3)?)

donc: = In(2 + /3)

J)Calculons 1:

Una:!_,zj:l o xdx— [tanx]‘ = /3 donc: Ju= J3

3)a) Déterminons une relation de récurrence entre 1/, et/,-»

Utilisons une intégration par parties.

1 1 sinx
s T SV = o donCiu (x) = tanx = SXet

oo (n— 2)sinx
vix) =
cos 1%

on pose:u' (x) =

les fonctions u et v sont dérivables sur[() 3 ]et les fonctionsu’ et v’ sont

tontinues sur [{) l

x x J
anx_|? 3(n— 2)sin’x
] = | tanx __f n— z2)sin’x ,.
donc: /, cos ™=, 0 cos "x

=/3.(2)" - (1:—2)]: 1= cos %y

cos "x

[~ P |
v 2) —(n—2)( 0 co:-"'fx _f cos" cos " ix )
=/3.2)" = (n= 2L+ (n— 2)I

n—2

]
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doti (n— 1)L = /3.(2)" 2+ (n - 2)1

=2

At n—2
par conséquent ®(vrne N)(n=>3);7 = ‘3'—; :-'1,--["_2 + ﬁz(_—za -

b) Déduisons les valeursde /; , [, et £.

d’aprés I'égalité ® ona: I = ;!11. + 2‘/_ donc: I, = 1 In(2+ /3)+ /3

etona: / = %.’ + "'!‘-/_ donc /, = 2-‘4—33- 5/1_ 2/3

etona: [ = 21‘+ 8‘/— donc I, = In(2+/3)+ “--'-/_

1) a) Déterminons D.
Soit x un élémentde R, ona:

xEDe=x#0 etl+tanx>Oetx9&-g—+k7r;kEZ

e x+0etxe -34‘—+m;£+kn[;kez

e LA o o

ponc: D=(U-Z + k% + kx[) - {0}

b) Calculons: li_r_r}]g(x)

Soit x un élément de D ona: g(x) = In(1 + tanx) tanx
tanx o

onpose: f=tanx ;ona:x - 0 = - 0

donc: lml”—“-—Jr () = pglndl +0) 5
-0 tan(x) =10 1
t.d'nx J ot li 'y = [ .lﬂ(l__tta'nmx) btk i
et on a: [lITI < ; doli: _11[1"‘1);, (x) = Em"l3 G x =1

¢ Déduction:
b}
Soit x un élément de D ; on a: (1 + tanx)” = ¢ a1 = 4 sio)
et puisque: limg (x) = 1 et la fonction exponentielle est continue en 1
alors iirrle"“] =e¢'= ¢ donc: lirrt;(l + tanx) ¥ = ¢
h b
2) a) Montrons que: ff(x)dx = ff(a. + b — x)dx

Enposant f=a+b—x,onobtient dx =—dt

et {xza {t b
=

x=bh L=
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donc: j‘hj‘(a + b—x)dx = _/:Hf(.’)(— dt)

=— [fwd= [ r0) di
dob: [ Fdx = [fla+ b— dx
b) Déduction:
Soit « la fonction numérique définie sur [{J; E—] par: u(x) = In(l + tanx)
Ona:la fonction: v:x ~ 1 + tanx est continue sur [0:%] etvﬂ();% D =T1:2]
etlafonction In est continue sur [1;2], alors la fonction u est continue sur
‘{l;.ﬂ donc I=[‘tu(x)dx=[%u(%—x)dx (d’apreés 2) a)).
Soit x un élément de {U;%l on a: u('ff - rJ = In(l + t"m(%[ - x))

| — tanx

: e 7 el DS il Corif)
et puisque: t:m( i x) o

: e ]_.. 2
alors.l+tan(4 e

d'oli; u(g —x) = i“(lT%én'E) =In2—In(1 +tanx)
o conséquent: 1=f(ln2— In(1 +tan(x))dx=[" In2dx—I="JIn2~1

finalement: 2/ = E—[n 2 c'est-a-dire: I = g In2

ecke

{)Montrons que: f "f(x)dx = f ff (a — x)dx

Ona f continue sur l'intervalle [0;a]donc f admet une fonction primitive

sur cet intervalle:
Onpose: I = fdf(a — x)dx
lilisons une intégration par changement de variable en posant t = a — x

donc; dx =—dit et {x=am £210
=0 = l—=a

I= [0 ay = [Fod

fois: f’f(x)dx = f"f(a — x)dx
JCalculons 7 , J et K
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e Calcul de /:

n

ona: /= f7ln(1 + tanx)dx

P _, P8 (m PP | T T
donc daprés 1) 1._}; ln(l + Lan(4 —x))dx et puisque: tan(4 x)- 1 G
Bt Adires N_, )_lt+tanx+1—tanx 2
c’est-a-dire: | + tan(4 x)— 5 Gng =Tt

W 9 e T
donc: !—fu ln(il = Lanx)dx—ju (In2 — In(1 + tanx))dx

d'oli:/ = 7 In2 — 1, par conséquent: ; _ T in2
ohasge [ el +x)
e Calculde J: ona: J_fo TERE dx
onpose = Arctanx ; x € [0;1],alors: x=tan(f) ett € [0%]

et puisque: dt = L__ax

oA B
alors: J = f“‘ln(l + tan?)dt = [ d'ou: J = %In(Z)
e Calcul K:
_ [*_xsinx , _ [=(T—x)sin(w—x)

On a: K“,[ I+cos'-’(x)dx_ 14 cos 2T —x) g%
_ [*(m—x)sinx
ik l+cos?(x)dx
S i [ e

don 28 < 1 ' Mg

= Tt|— Arctan(cosx)];
— t(Arctan(—= 1) — Arctan(1))
(53

[
=

4 4

1) Calculons /.

I —x

1
L 5
on a: !u=[2-('1‘-]7)§dx= 1 L=__11,_ =2—1=

donc I, =1
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b} Calculons /.

l
Y
(—x)3

=0 =1

mpose: = 1—x ,donc 1= petidi=—dx
| 2 7l

jpti—l Y3 B BT s B i

donc: 1"”[ *T-——(—df)= | (F—f.}'i)dt=[—}—+1‘.r—gl =

dol: a"[ = é‘

))a) Montrons que (Vane N *); 1 = (n+1)2“ i

1 )f!
e
Sit n un élément de N” ona: | = 22—__7,;,{;;
2 o (=)
Utilisons une intégration par parties:
ona: ur(,vc):(l-».vc)H ‘u'(x)=— n(l— x)‘M
2 2
f e | |

- a-x)? ~v(x) T W+ T=9

lafonction uet v sont dérivables sur l'intervalle [0;%]; et les fonctions u’ et

¥ sont continues sur [0;,1_ ; donc:

I =[uveo) | + nf— 1[ (1= )2t et

=1
(n+l)2" 1 Gk

e, e

dou: (Vn € IN*); 1 =

b) Déduction:

Sin=0, alors I'égalité est vraie /, = il

©F n2° - !

Sit n un élément de N.

pour tout k de 'ensemble {1,2,...n} ona: (k+ 1) = 23 + kI _,
donc: |24 =~ ‘%‘"‘ (A
-1
M= 51+ 21
B
4l,= 51+ 31,
1
v+ 1)L =5 R nl
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En additionnant membre a membre , on obtient (aprés simplification):

(n+l)fn=—(%+%+...+—2’—,,)+l

el b R A ISR
etpu:sque.;lz,‘ﬂz. Tk =l (2)
2
alors: (n+ DI =— 1+ %) + :-21-;,- donc: I = G +]l)"2'7"
)
d'ou: (Vn € IN); I = CERVWE

(Exercice/ ;3

1) a) Soit x un élément de /R — {1;—

; L | Sl o = g |
= a0y Z0i=f) |
s NP bt ol 16 cof vl B 1 S o

| A (T D= ==

donc: (vieR—{-1.1}); ]_rn=2(1—;)+'§'('1+:}_l+r*'
b) Calculons &

V3 ¥3
onaig= [V _2t* _ (7 1 U = fen AN )
3 -[ =4 ) (2([‘!)+2(I+I) 1+1 dt
¥3

= ’—é In[1—1¢ |+-l2-ln|l +1 l—Arctan(:)L

=—£-1n(1 ‘f3) +5ln (1+‘/3) Arctan(%i)
= 5In(3=V3)+5In(3+v3)-E

S () -0

G
In (2+J3)ﬂ%~1 (V2+v3)-%

donc: o = ln(/ﬁyé)

2) a) La fonction h est dertvable sur l'intervalle [() ‘/_]

6

w|- m|-—-

2 =

Pour tout 7 de IO;—‘/:],on pose v(t) = —i—_!_ Jiiona v()=—1+

donc: (Vt S [0;—‘/:3-]) WD) = (—1—; 4:;-,_-)5-

S ~/§) VO =4 \[1+e\_ -4
Gheiot (V’E[J 3 0= “((1+£“)’)'(l—r*)_l—r"
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' u(t) = h(r) u' (1) = h'(t)
b)on pose [ donc: {

v () =1 P =
i3 e ¥3 Qs
ﬂ’Ol‘J:[“’h‘(r)aft"= [th(t)].,T—‘( ‘rth'(t)dt=i3_3—h(§)—[ T—f‘i‘—sdr
Vi 2
=l3t3zm(--12--)+2‘(3 12_‘,4d:=2a—3{;—§-1n(2)

V)
PP s i o (e A )
par suite: n ]"(I 5 tz)drﬁ 20 3 In(2)

3)a) Soit x un élément de [% : ll, ona: g(x) = (Jlrn—(x)l)'((l : ;‘)“/11_ =

(ln(x))_((x— )J/1=—x?
x— 1\ +x0—-x?

& ( m(x)).(-m')

=N A
et puisque: ali.".]-xln—xl = let Ilin}(t(._\{ !IT_?{)%_ =0
TR ) oo = B e
alors: ‘h_nll_(x__ l)' o) )— 0

Cest-a-dire: limg(x) = 0 = ¢(1) ainsi g est continue a gauche en 1
bjon pose: x = cosu , alors dx =—sin(u)du

etona: /1 — x2=/1— cosu= |sin(w)| = sin(u)

et‘x:l {u=0
= Lol e
=5 |u=3

ar:sin(x) = 0 pour tout u de l'intervalle [0,%-]

- _ (*In(cosu)(—sinu) , _ [oIn(cosu) , _ [3In(cosu)
o -[ g(x)a{x-_é (1 +cosu).sinu du = £ T Foiu = | T+oosu ik
i fyorue— [} P
¢)On pose 7 = tan(%) alors dt = é (1 ' tan %)}du
Cest-a-dire: du = T—E—ﬁd{) et [4u=0 t=0 H
e
3 SR
Scosu = =L~ : B2
Ona: cosu = 1 donc: 1 + cosu = Ty

3

o R g | —¢2 2 g (l—z“) P V3
dﬂl.l.f—j; p) ).ln('l"'_jr_}—z').(mg)df—f In T¥:7 dI—ZG—Tan)
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NG : S I el
1) a- Vérifions que : (Vi € IR — { 1}).t+ =0 i e
Soit ¢ un élémentde (R—{—1};0ona:

I E D=t Dt L=1 P pP=pP—rgee 7

I_"+|_.*+l = el Braa]

b- Calculons 'intégrale /

= O 28 ) R O o Tl 2) 11
l_fl(r tohtl ,f+1)‘”‘[3 S+t 1n|t+llI (3)+6
donc [ = ln(%)«#%
2)Calculons l'intégrale J

Onpose:t=¢6/x*+ 1,donc t*=x"+1 dol: xdx=3rdt
o= {tzl

Ona:yx’+ 1+ 3+ l=Fr+ret
{x=/t§=) r=2

donc J:{m\/x7+lf3\fx2+ldx
el
d'ou J=31n(%)+%

[Exercice - 3

1) Soit x un élément de lo;-'g-

Montrons que : L e Pty I
9 cos'x + sin'x  cos’(2x) (1 § —%tan’(zx))

On a: cos' + sin'x = (cos’x)” + (sin’x)’

- ['1 + cgs(zx})3+ (L= cgs(Zx))z

(2 + 2cos*(2x))

(1 + cos’(2x))

MI-—- M[-—- ..tal--

(cos™(2x) + sin’(2x) + cos’(2x)) = cos*(2x) + » sm (2x)
= cosz(Zx)(l + %lanz(lx))

donc: — ! — = L
cos'x + sin'x  cos’(2x)

2) Calculons [

|
1 + = tan (2x))
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T K
3

1

fa cos'x + sin'x j; oos‘(Zx)(l i %tanz(lx))
= 1 1
Unpose t = tan(2x) , donc: dt = ’(Zx)dx donc : 5dt = Sg(zx)dx
pe=N() _
etona: T F=il0);
F=i =1l
B A e T e ST £ Y
donc.imfﬂ“r%tzxzdt f02+t2a’tetona.2+t 2(1+( 2))
Onpose:u= -t donc:di= /2du et]!=0 ufol
ﬁ t=1 u—ﬁ
2 L 2
2[ (L),dt ‘/__[7-1+“3du="~2C[Arctanu]‘.ﬁ:*{2:Arctan(—~lJ—2—)

V2
bercice - §

1)a- Vérifions que : (Vx € IR) ; cos'x + sin'x — 1 = 2cos’(x)(cos’x — 1)

Soit x un nombre réel , on a:

cws'(x)+sin*(x)— 1 = cos’ (x) + (1 — cos®*(x)) — 1
= cos'(x)+ 1 —2cos*(x)+ cos’(x)— 1
= 2cos*(x) — 2 cos’(x)

fonc: (Vx € R) ; cos'x+sin'x— 1 = 2 cos’(x)(cos’x — 1)
S P i ) R Ren [ R €
b-Vérifions que : (V¢ € IR — {~1; I})—_’(t )‘2(:—1 r+1) ;
St £ un élément de (R —{-1;1})
Ona: L(_1 1 )-l:M 1

(_—-I 4+ 1 22— 1D+ 1) g

[
Sl o QUG i S L i
t=1F T t=1)
t-Calculons I'intégrale /7

e 3 sinx ik 3 sinx
{]na.!_f% cos'x + sin'x — ldx_ x 2 cos’(x)(cos'x — l)
Onpose : t = cosx , alors df =—sinxdx et: |, = % = §
it : 3 2
— 2______________
fonc: [ = f«‘“—_—hzf(r t= ZI%zz(t*— my
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it | S 1 1
etona.f&gmdt— %(i(m—m)—?)df
8
= l%(lnlz— I — Inlt + 1l + H}
i 1
_’2I"x+1|+ [ﬁ
e I b e s
—2ln(3)+2 lnG-2/2~-/2
=2—./§—-1—In(9—6/_)

donc: !———(2 ‘/_——ln(9 6J_)) /2 - 2-+-41n(§‘ 6v2)

i SRR
2)a Montronsque.J_Sfll_'_rzdt.

Ona: 2_sin’xcosx
iy f 1 + cos’(2x)

On pose : £ = cos(2x) , alors df =— 2sin(2x) dx =— 4 sinx cosxdx
c’est-a-dire : sinx cosxdx = — ——dt

Ona: 1—cos(2x)= 2sin’(x) , donc: sinx = L= L

2,
etona:|[x=10 t=1
x=%=; t=—1

donc: J= 1 2(11:_2;) (“i-)dt 8['1—1‘20? 8.[:11-::"’0”

b- Déduction

Soit t un élémentde [—1;1] ,ona:

e b o B I D))
IS 1+ IT+F 1+ Z1+7F

sk ‘(1 s ))
J"S(I.1+f 2'1+r o

= ol 2y
— S[Arctanl 2ln(l + r)[

1

= é—(ArcLanl ~Lin2 — Arctan(- 1) + %—ln(Z)) =

1) Calculons / =

oo|—
=

IS
Il

2=

a4t
Iz dx 1
—& __enposant ==
e p x
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Sty € — == ,donc:di= xldx

“\1!—-
Ri'—

—‘/1=%J ona: x=
-2 ]/1—— = (car:t € [/2:/3))

Una:xz—/l——:o!:ﬁetx:?%d:»t:ﬁ
e (O st R
donc : 1= f d——j zmdt—[—ﬁ—l]ﬁ—l

V2

)| Calculons l'intégrale : J = f ./_l
In2

Onpose:f=/e*— 1,alors: #*=e¢*—1,donc: x=In(#+1)

fou: dy = —2L__ gt
I +¢

fautrepart,ona:x =2 <= =1
x=1Ind4d = t=/3

fonc:; - gD
J_j: —2 _a

1=E

= |,2Arctantr

= S i =gl Y T

= 2(Arctan /3 Arctanl)_2(3 4)_ e
ja-Déterminonsa , b et ¢ tels que :
i = i QY apeNva bt+c¢
weR-ADmy = E
GtreR—{1}ona: 4 bt+c _all+i+ 1)+~ 1)bi+c)

e e TR | £—1
(a+b)f +(a—b+ )i+ (a— c)

£l
inc:a+b=0eta—btc=leta—c=0

e il s
ﬁ'au.(._3etb— 3eta—3

t-Déduction

‘ Vaprés la question a) on a : . L.

(l it )
=l P

) e
=l 2(:2+:+1))

oo i PRl 3 ]
t=1" 20+ t+1) " 2(+t+1)
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il N o 1)_l(2t+1) L( I )
donciy 3(:—1 6\F+t+ 1) 2\ F+r+1

c- Déterminons une fonction primitive de la fonction u:7 — — 1

—————sur K.
4141

Puisque u est une fonction continue sur IR, alors elle admet une fonction

primitive sur K.

SoitreRona:

4
u(t) = - 1 = ]z = l = 32
Et+ir+l e 1Y 24+ 1
(E+2)+4 §-’+§+] (—'/FB)-I-I
4 _;3
%

d’oli : une fonction primitive de la fonction u sur R est la fonction H définie

sur R par: H(t) = %Arctan(v(r))

c'est-a-dire : (V¢ € [IR) H(t) = %Arc tan(zt/'% 1]
T3
d- Calculons : K = dx
f Vi xﬂ‘_/l + x*
Onpose:t=3/1+ x' ;alors: = 1+x" donc x* =1 — 1 et 2xdx = 3’ d!
3
2 1'dt

ot e o L 1D dx _3( )d[
dou.x:‘,‘/x2+1 PPy z'—l)rcesmd"exﬂ,/x"+1 NPT

dautrepart: x= /7 e t=2;x= /26 = t=3
R e SR AT
donc.K—Zj;—{j_tdf
et d’aprées la question b) et la linéarité de I'intégrale, on obtient :
e 1241 L"dt]
K*2(3f[_1dz 6 r‘+r+1d’+2.{:r“+r+l
K= Slnle— 11} = L@+ 1+ D] + 2[HO]

d'ol: K = %In? - %I (1—_}) ﬂ (Au Lan(%) Arclan(%))
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lJa-Soit £ € J0; + oof
Wa: Poofpop gy 2 D@27+ A2+ 2

t+ 1 t+ 1
_U =204 20— U+ 20+ 2
t+ 1
=1
i e |

—13_1__ s 2
g 28 +:9t 2+——{+]

donc (

i Calculons l'intégrale = f :‘;ii :I:jii :a’x

Dnpose f = +/x + l alors: t* =x+1 ; donc: dx = 4¢ dt

gma:x=—1=t=0;2=0<= 1= 1
g A et ot 1 =1
fautrepartt_/x+1donc.1_fo—:,+t4rdt .[.;x+1dr

#dapres la question a) et en utilisant la linéarité de I'intégrale on obtient :
N = s
!—4fn(t 20 + 2t — 2)dt + 8f1+ dt
td
= 4[1— b 2:] + 8[ln(1 + ]

- 41-2- 1]+ 81n2

3
danc:J—w*+81n2
i ¢ B2+ 2 g_ 1
JJa-Soit 1 € ]0,+oo[,ver|ﬁonsque.—t(t+I) =1+ i
PR l(!+l)+2(t+1)—t:zz+2t+2
SRS T T i+ 1) t+ 1)
£+2t+2 ) |
fonc ; (VIE]O +oo[)w l+——-—l
i SR b D R A
:h-CaIculonsllntegraie.J [ P e o dx

Mpose: 1= J/x + 2x+ 2+ x;0na: (t—x)=x>+2x+ 2 cest-a-dire
M+ =2x+2
) 2
dne:x= L == : dou : dx lf_“t_gl_i_.g
e dt“z( Eeie
gna:x=0 e t=/2%x=1=t=/5+1
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P e PR RS D DIV A LRl 20 D

et d’apres la question 2) a) on conclut que :

R D T | ! i 1 A\
=3, (‘+T—ﬂ—1)d’=7lt+2mt—ln(r+IJ]n’=7[’+‘“(?‘+*)l.

ainsi : J = %(/5— 2+ 1+ ]“(62++2//§§) 5 ]“(ﬁ2+ 1)_
Exercice/. J

1) a- Déterminons D.
Soit x un élément de K.
Ona: x€ D « sinx # Oou x=0
= (x#kmke’Z)oux=0
donc: D=R—{kr ;: keZ'}
b- Montrons que la fonction f est continue en x, = 0

Soit x un élémentde D telque x # 0 ,ona:

_sin@n+ Dx x 2n+ 1
= e E e sz 2
: S v e e e e DE S
et puisque : _!u_'nn e 1 alors llfnnsinx = l;etona: _1‘1_[1}1—————(2” YR |

donc: lig}r[(x) = —2-”'—2""—I= f(0) ; ainsi f est continue en x, = 0.
p : |
2) a-La fonction x RTE

et la fonction x ~ sin(2n + 1)x est continue sur IO;%’; donc la fonction f

est continue sur ]O; %]

est continue sur [0;12'_'—].

e Et [ est continue a droite en 0
donc la fonction f est continue sur l'intervalle [0;%] , donc f admet une
primitive sur [O:IZE—I

b-Soit x un élémentde D tel que x # 0

ona: Zcos(Zk-x} - fisin(m) = > (cos(2kx) + isin(2kx))

k=1
= 261")11 _— i(gﬂr)k — Zﬂ:(eﬁr H= 1
k=1 k=1 k=0

J " T e?il)u-i 1 = ] e:gm bix ]
etona: V(") = (&) L
E} ) ed-\‘ e ! ea,.— v l
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etpuisque ; e* — 1 = ¢! (¢ — ¢ ) = (2isin(n + 1)x).e ™"
et — 1= €% (" — e®) = (2isinx).¢"
(sm(n +1)x)dr

7 ik 5 o
adlors : tZ:ﬂ(e ) S " |
= (sin(n + l)x). A
5 sinx
(sm(n+ 1)x.cos (nx) 1)_'_ .sin(n + 1)x.sin (nx)
sinx sinx
- sin(n + 1)x. cos(nx)
d 2kx) = : =1
onc i_Z;:Icos( ) S_mx
ona:sin(n + 1)x. cos(nx) = -é—[sin(an + x) + sinx|
L _ sin(2nx + x) +sinx _sin(2nx+x) 1
d’ou:kz_;cos@kx) % 2sinx el 28inK 2
. .osin(2rn+ Dx
fingi : =5 == = glcos (2kx) +
o oy
lest-a-dire : f(x) = 5 + Zcos (2kx)
k=]
our x=0ona: 4> cos(0)=5+31=5+n=152= )
k=1 k=1

donc: (vx € D) ; £(0) = L+ cos (k)
k=l
dona: 1=ff(x)dx=ﬁ(%—+§")cos(2kx}dx)=%f1.dx+_§ij(fcos(2kx)dx)
et puisque : f?cos (2kx) dx = ]i%sin(ka)f =0,
dlors : ZU cos(2kx)dx)- 0 donc: /= 2f dx = % lz'lzlr_
gon ‘2 ek
doi: ju fdx =

I}Montrs que : ( [r@gw dx)z < ([ (reoyax).( [ (s (x))’dx)

Sit A un nombre réel.
na:(vx € [ab]) ; W+ 2@ = A (f&) + 2M X g @) + (g )
dne: [*O + g w)dx = [ (M) + 2@ g @) + (2 @) )dx

= N [(f@)dv + 24 [ feg)d + [ (g0)dx
spuisque : (Vx € [a;b]) ; Af + g)'(x) = 0 alors
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PO = [+ glx)dx = 0
(VA € IR) ; PO = N [ (fG))dx + 2A [ fgan + [ (g@)dx =0
donc le discriminant A du polynéme P (A) vérifie: A < 0.

et puisque : A = 4[ / ) g(x)dx)z -4 [ (f@)ex / "(g)) dx

E. 4[( f ) g(x)d.x)z = ( f "( f(x))zdx).( f "(g (x))ldlx)l

alors : "f(,»c)g(xmx)z < ([ e[ (swya)

2) Montrons que : [ f I_f(x)dx].( j; (%) dx) =8

On a les fonctions /f et /g sont continues sur I'intervalle [0;1]

et puisque : (Vx€[0;1]); f(x)g(x) > 1;alors (vx € [0;1]) ; /Fg®) > |
donc : f g mdx > 1

et d’aprés la question 1) on a: (ﬁlmdxr < (f“}'{x)dx).(f:g (x)a‘x)
d'ols (f'f(x)dx) [f'g(x)dx) >

3) Montrons que : f < —‘/i

COS X 2

On des:gne par f et g les fonctions définies sur 'intervalle I(];%—] par :
flx) = et g(x)=1

COS X

Ona: f et g sontcontinues surl'intervalle [”‘%I‘

X

donc d’aprés 1)ona: (fff(x)g(x)dx]z < (.f;%(f(x))zdx)-(j:

SN | )‘<(%1 )(?)
cestadlre.('f; —"_cosxdx. < f} cos’xdx. fn l.dx

et puisque : jﬂ* coszdx = [tanx ] = 1et f-‘dx = %

1 12
S 1 e
alors.(j; cosx‘b"

(g {x))"'dx)

T >
4,etona fﬂcmxdx (}donc{.mm =%

1[ fidr

1) Montrons que : (Vxe R') ; F(x) =
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Soit x € |0; + oo
Ulisons une intégration par parties :
u@)=¢e -1 lu’(l) ="el
onc:

°“p°se=‘v'm=—!—£ v()) = §

lesfonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle [2x;3x] ; et les fonctions

i et v sont continues sur I'intervalle [2x;3x]

donc: F(x) = |_u(r).v(£)]: - L;'(I).v(t)dr= [e’ - 11: b f;‘*e_'d

2 !

dou: (vx e R) ; Flx) = ﬁ“:—lz

3:8:
L - i
. Ry « o &ﬂq 3‘_3_{. < o :‘r.d.t_
J)Montrons que ; (Vx € R)) ; &”. s .[_, jdi=e £
Soit x € J0; + oo

Puisque la fonction x — ¢* est strictement croissante sur R

dors : (vt €[2x:3x]); * < ¢ < € donc : (V€ [2x:3x]) %; = “ef: =<

Ay M 3 3x 3x
ot - gi &l Eq<s T iEs
de,m_f,m_L!m

r g 3y
Cest-a-dire : ¢” f d < %dt <e¥, i‘}

2y 2

el e ok Gl " df < ke’ 5 el h d{
ansi: (Vx € IR) ; e [ F=), Tdr < j; T
3| Déduction

Soitx un élément de J0; + oo

Ona:f—‘fiz [InlzI] = In(3x) — In(2x) = ln(%) = |n(

)
)

(Y

3 ot 4
donc d'aprés 2): (Vx € R)); e*. ln(%) < fk%df =% in(

53

B

1

etpuisque : lime™. In(-g—) = lime*. ln(%) = [n(-‘g—) (car _!.ir_r}'e"' = 1)

=4

dol ; _iim‘ [h%d! = In(%)

a -0

2% Y P R S
gtona: 7 L = =

- i X P
et".- ' '): \|!n;|(-~—~—l): | (car: lir_rhix;lz 1) donc : Ilml‘ ; {L =)
dol ; Iun,’ (x)= Iun l ll e dr) =— In )
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1

L N s : sl
1) Montrons que : (Vvre N') ; !,,~n+1.tan(l) g Eo

- 1
Soit n un élémentde N ,ona: [ = fx". tan xdx
a

Utilisons une intégration par parties, on pose : u(x) = tanx et v'(x) = x"

at

donc: u'(x)=1+tan*(x) et v(x) = nx+ I

On a: - Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle [0;1]

- Les fonctions u’ et V' sont continues sur l'intervalle [0;1]
| st ! 1 ot o
donc: L= [u(x)v(x)];,—[ v(x)u' (x)dx =[—’5_}T.tanxL ~[ i_;—[“.(l + tan’x)dx

v ol el el R b 1 . U ) Ll
= —tan(l) n+l’,[x '.(I+tdn*x)dx—n+l.tan(1) BT

| 0L e — 1 _,_.L_
dOU (VHEN),L”—H_;’_].I.{']H(I) n+1J,‘

1 +tan*(1)
n+2

2) Montrons que : (Vne N);0<J <
Soit n un élément de N’

On a: la fonction tan est strictement croissante sur l'intervalle [();%l
gtk

2
donc:0 <x=<1= 0 < tanx < tan(1)

= 0 =<1+ tan’(x) < 1 + tan’(1)
d'oti : (vx € [0;1]) ; 0 < x"*".(1 + tan’(x)) < (1 + tan*(1))x"""
et d’aprés la propriété de I'intégrale et l'ordre, on a :

0 =< [lx“""(l + tan’(x))dx < fl(l + tan’(1)) x"" 'dx

o)

Clest-a-dire: 0 < J, < (1 + tan’(D)). [%"* 'dx
- L]

. b e R , 1+ tan’(1)
etpu;sque.v[x dx = n+2L—m,alors.(J$u{,S—-_,—l-3;-2~—-—

i o 1 +tan’(1)
dcmc.(V’nEN).()SJ’,S——P—Wr2
e Déduction :

R 1 + tan®(1) A | N s ok ) S
Ona:(vne N);0 = etnl_!?’l"m =0 donc.’_]_:_rlrl-—,m——l]

d’ot, d'apres les criteres de convergences on a: limJ, = 0
=t
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Caleulons lim n.1,.

Ona: (vne N);nl = nf- i (tan(1)~ )

e iinJ,= 0 et lim—tr = lim— =1
I+H

dunc:nl_'w]tn..{‘ = | x(tan(1) — 0) = tan(1)

betice

I|Montrons que : (Vae N);0 < < n ® sinxdx

[ ) ’ ” " # o
' Soit n un élément de N, et x un élément de [0;32—[',
|

| Ona: < | I
0na.0<u__n+xdonc0<x+n_n
| < < sinx <sinx
| gtpuisque 0 < sinx < 1 alors 0 T =
| ; Il . o < _sinx - sinx
Idonc.[Vxe[O,ZD,O_x+n_ .

' S 5 x
doi:0 < [° ;’Txndx = smxdx clest-a-dire: 0 < [ < l.f‘s.inxa!x
{ 1] a n 0

“sinxdx

-
-
:'k-.._\
]

L ansi:(Vvne IN) ; 0 < [ =1

' *Déduction
| . n

‘ona:f*’sinxdx= [Ccosxf=1,et(Vrne IN) ;0 <1 < %.fzsinxdx
| #

a
idunc:(Vn. e€IN); 0= 5}1?

| dpuisque : N]i_r'nm% = ( alors d’apres les critéres de convergence, on a:
.= 0

J)Soit n un élément de N

s
#Vérifions que : If nsinx .i |=f xsinx
d q i u'snxdx e

wa:dapres la linéarité de l'intégrale :
”s”nah f sinxdx = f (nsmx sinx)dx

X+ n

is) nsinx — xsinx — nsinx
= el adng g

_f—xsmxdr fuxsmxdx

XN xX-Ein
| [F nsinx . S Enisiny ¥ xsinx
hnclf TR fosmxd.x|—| u x+ ndxl Ifﬁ x+ndx|
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et puisque (vx € [0;7]) ; 80X > 0 (car 0 < sinx < 1)

o g
xsmxdxl f xsinx g

. XSII'Ix S
alors.f 20 gy =0, dou 0x+n Y

X+ n
[0 g [N = [ 5sing,

X+ n .,x+n

ainsi :

x.8inx g < I
b- Montrons que : _j; i g A

Soit x un élément de l'intervalle [0;], et ne N

. 1 'L P =T X <
Ona:x+n=n>0donc: 0<x+n“n’douo“‘x+n‘“
n

(car 0 <x<rm)etona:0 < sinx < 1,donc: ‘;S_:_ﬁ < %

=i

ainsi: (vx € [0;7]) : %‘cé_:w_“—n‘l <

R a ~K
et d’aprés la propriété de I'intégrale et ordre on a : f S e _/ -"g—dx
L1 1]

X+ n
oy SR LT .j‘xsmx <
et.j:I xdx—n[x['— - donc: s

3) Calculons lim J,.

Ona: (vneN) ; | [“20L 00— ["singae|= [*280X gy o [*x80E < T

L= smxdx|_<_—

etona: fﬂsinxdx = [—cosx[ = 2

d’oli: (Vn € IN) ; |J. — 2| S%et'l_ir__n%z 0

finalement d’apres les critéres de convergenceona: lim.J/, = 2

Exercice /. =

On considere la fonction F définie par F(x) = + ] (f f(r)dr)

Ona f estcontinuesur X' alors la fonction x — fj(r)d: est définie sur

R" et c’est la fonction primitive de f sur R’ quis’annule en 0.

donc elle est dérivable sur R' etona:(vxeR"):F (x)= (_[If(r)df)ﬁf(x)
d’oli F’ est continue sur R" , donc E'F’(x}dx = fu:_rf{t)df)’}'(x)dx
etona: [?""{;\')d;{ = F(a) — F(Q)'= F(a)

donc: (/ f"{f)df] I= I["[_[ff(z)dr)fﬂ,v)dx
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bercice 413

1|*Ona g est une fonction continue sur [a;b], donc F est la primitive de
gsur [a:b] qui s'annule en a.

foi F est dérivable sur [a;b] , et : (Vx €[a;b]); F' (x) = g(x)

'Ona: g est continue sur [a;b] , donc g([a;b]) =1 ot J est un intervalle
ermé de R.

Soit // la fonction définie de J sur R par: H(x) — L:g"(r)d:

mag ' est continue sur l'intervalle J, donc H est Ié -primitive de
lafonction g' qui s‘annule en g(a)

donc H est dérivable sur J et: (vx € J) ; H'(x) = g '(x).

etpour tout x de J ona:G(x) =— j::g (0)dt + xg(x) =— H(g )+ xg )
¢tpuisque g est dérivable sur [a;b] et la fonction H est dérivable sur
.-'=g([a;b]}alors la fonction Hog est dérivable sur [a;b]

dors : (vx € [a, b]) ; (Hog) (x) = H'(g(x)).g (x) =g (g )).g' (x) = xg’ (x)

doil la fonction G est dérivable sur [a:b] (somme de deux fonctions
trivables sur|a; b]).

tona:(vx €[a,b]) ; G'(x) =—xg’ (¥) +xg' () +g(x) = g(¥)

J|Déduction:

lesfonctions I et G sont dérivables sur [a;b]

dlvxela,b]); F (x) = G’ (x)

fonc G3c € R); (Va €[a,b]); Fx) = Gx) +¢

our x=a ,ona: F(a)= 0 et G(a) = ag(a) ; donc ¢ =— ag(a)

o (vx € [a,b]); F(x) = G(x) - ag(a)

nreonséquent : F(b) = G(b) —ag(a)

testadire : [ g(0dt = bg(b) — ag@) ~ [ e ) di

plal
bercice £1;
]a-Montrons que s est dérivable sur [a;b].
‘Ona f est dérivable sur [a;b] , donc f* est dérivable sur [a;b].
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* et puisque f est continue sur [a;b] alors la fonction : x ~ ff(:)dt

est la primitive de f sur [@;b] quisannuleen x =a doncla fonction

X fj(r)dr est dérivable sur [a;b], d’oll la fonction y est dérivable sur
Iintervalle [a;b] (somme de deux fonctions dérivables sur [a;b]

b) Calculons y’(x) pour tout x de [a;b]

La fonction w:x ff(r)dr est dérivable sur [a;b] etona:

(Vx € [a.b)) ; u'(x) = f(x)

donc: (Vx € [a,b]) ; W () = 27 () f (x) — 2f(x)

c'est-a-dire : (Vx € [a,b)) : W& = 27 (f x) — 1)

c) Montrons que \ est décroissante sur [a;b]

Ona: (Vx = [a.b]) ; f'(x) = 0 donc f est croissante sur[a;b].

d'oli (Vx € la.b]); fl@) < f@)

etona fla)=0 donc:(vx € [a,b]) ; f(x) = 0

etona: (Vx (= [a,b]) : f(x)—1 =<0, dapres la donnée iii)

donc : (Vx e [a,b_]);_f(x)(f’ x)—1)<0

c’est-a-dire : (V-x elab]);w =<0

Par conséquent  est décroissante sur 'intervalle [a;b].

* Déduction :

La fonction y est décroissante sur [a;b], donc : (Vx €[a,b]); W (x) < y(a)
etona:y(a) = 0 (car fla)=0 etj:;r({}d{ = ()

donc: (vx € ]_a,b]) Yx) <0

2) a- Montrons que @ est une fonction dérivable sur [a;b]

On a la fonction w:x j F(t)dt est dérivable sur [a;b].

donc la fonction «* est dérivable sur [a;b] .

La fonction f * est continue sur [a;b] , donc la fonction x — f’f"’(r)dr estla
fonction primitive de f* sur [a;b] , qui sannule en ¢ , donc ;Ile est dérivable
sur [a;b].

Finalement la fonction ¢ est dérivable sur [a;b].

b- Calculons ¢’ (x) pour tout x de l'intervalle [a;b]

Ona: (vaelabl):¢'e) =7 *@- 2 [ foar=p(rw-2[ roa)
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donc: (Vx € [a,b]); @' (%) = f(x) .y (x)

3) Déduction :

na:yx) < 0et(vxelab]); fx)=0

donc : (Vx € [a,b]) ;¢ (x) < 0 d’ols la fonction ¢ est décroissante sur
'intervalle [a;b] , par suite : a < b = @(a) = @(b)

etona: @(a) = 0; b)) < @(a) etona: @ h) = f:f‘(t)dz - (f'f(t)dty

donc : f " e < ( f "f(x)a:)2

ercice 17

1)a) Vérifions que la fonction F est une primitive de f sur l'intervalle
D + oc[ .
Ona: F est dérivable sur I'intervalle 0; + oo (quotient de deux fonctions
dérivables sur [0; + oo . :
=Xx—1—Inx I

Etona:VxE]0;+oo[;F"(x)=_ 2 5 = -0 _ f(x)
X
donc : (V.x € lo;+ oo[) s F (x) = f(x)

dou F est une primitive de f sur l'intervalle 0; + oof

b- Calculons l'intégrale / :

Ona:l= j:'f(;)d;= [FO] = Fn) - F(2) =— l+in(n) i ;n(z)
o1+ In(2) 14 In(n)

donc: [ = 5 = -

s Déduction :

Soitne N telque:n = 2ona: In(n) > 0 donc: Ji:‘—(”) > 0
et puisque : 1_*';‘_(2)_ [ = I_Jf%@;aiors: I < l_.*'_%‘)—(@

¢ Montrons que f est strictement croissante sur I'intervalle [2; + oof.
Ona [ est dérivable sur [2; + oof ,

L s x* = 2xInx b

xE€[25+oof ; flx) =X ;
etvxe([2;+oo] ; £ (x) 7 %
Ona: f/(x) <0 e x> Je

et puisque : x > /e alors : (Vx e[2;+oo[);f' (x)<0

donc f est strictement décroissante sur I'intervalle [2; + oof
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2) a- Montrons que la suite (S), . . est strictement croissante

Soit n un élémentde N telquen = 2

: [k (& Ink)]_ In@a+ 1)
ona..';,_,l—s,,_(g:! K’ ) (Z BT Oy

et puisque (Vvne N —{1}); l?:fﬁ-t)l?)

donc la suite (S)), . , est strictement croissante.

b- Soit n € (N"—{1}) , montrons que : I—?L‘:_"F—l)” < /"_’f(:f.)dr

>0 alors: (vne N'—{1}) ; S,.,—$>0

ona:
n<t<(n+ 1) = f() = fn+ 1) (car [ estdécroissante sur [2; + ]

5 f"”f(r)dz > [+ D
= [ fwde = fn+ DUT
= [fWdt = fln+ 1)

. : In(n+ 1) In(n+ 1)
et puisque : f(n + 1) = T alors : BT < / "F1) dt
e Dédui - Q¢ lll., _ﬂ .l.
Déduisons que : §, < > F ==t
Soit n un élémentde N'—{1},ona: l",{(;” ff(f) dt (d’aprés la question
précédente) In(4)
e lf(.f)d!
0 < [

En additionnant de ces inégalités membre a membre, et en utilisant de la

linéarité de I'intégrale on obtient :

In(3) In(4) o An) o ot ek T v S iR, n(2)
i S R e ./:j{i)d; Cest-a-dire: S, < [ S dt + =
et puisque [:Nf(!)dr < l-f—,)]—"—z- (d’aprés 1)b) alors) : S I"%l 1])— e ,1)

c- Montrons que la suite (S)), . , est convergente

ona:(S),., estcroissante et majorée par le nombre —=

n@) , @), 1
R

donc elle est convergente

196 ﬁ Calcul intégral



Exercice 49)
1-Déterminons D:

Soit x€ R ;ona:/1+ 2 >lxletpuisque: —x < Ix| ;alors: —x </1 + &*
Donc: (Vx € R);4/1+x" +x > 0, par conséquent: D =R

* Etudions la partiede f :

Pourtout x de R ,ona:—-xeR

etona: f(—x) +fx) = In(yT+x —x)+In(/T+x +x)

= In((y1+x —x)(yT+x +x))
=In(1)=0

Donc (Vx € R) f(—x)=—f(x),d'ou f estimpaire.
2-» Calculons I_§r+n1_ f(x)

Ona: lim(x+ /X" + 1) =+ et limInX =+ oo;donc: lim f(x) =+ oo
f(x)

o Calculons : lim

X — 400

Soit x un réel de ]0, + |, ona:

) _ ((“““/_%)), il nfi+ 1+ )

X X X

1

Inx _ et lim lu(l + /1 + ;) = In2 (car la fonction In

ona: _‘l:rln x

est continue en2), donc: lup fx) =0
dot la courbe (C) admet une branche parabolique de direction I'axe (ox)
3- » Etudions les variations de f .

lafonction f est dérivable sur R (car c’est la composée de deux fonctions

dérivables)

5 | 3 ; :
gtona: (Vx € IR) ; f (x) = - ; donc f est strictement croissante sur K.

» Tableau de variations de f:

X 0 0] + o0

f(x) +
>+
I _ e
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Puisque f est impaire alors : !ir_nf(x) =— li{rnf(x) =—
4- a) Ftudions la concavité de la courbe (C):

La fonction f” est dérivable sur R, etona: (vxeR); f" (x) = «/(l+—)‘

Le tableau suivant nous donne le signe de f”(x) est la concavité de la courbe

(C). il s =10 AR, S
l !—oo 0 e
i

| H

Le point O(0,0) est un point d’inflexion pour la courbe (C).

b) Equation de la tangente (7') a la courbe (C) au point d'abscisse 0:

Ona f(0)=0et f(0)=1 ;dou (T):y=x estlatangente a (C) au point 0.
c) Courbe (C)

.}‘\/
. =

5 - Calculons l'aire
Soit A l'aire de la partie limitée par (C) et les droites d’équations: x =1

x=—1lety=0.
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0na:.9‘[=(2[f(x)dx).ua
Onpose : [ = flf(x)dx ;onpose v(x)=f(x) et W'(x)=1;0na: u(x)=x
1

2+ 1

et v(x) =

lesfonctions u et v sont dérivables sur l'intervalle [0;1] et u’ et V' sont
continues sur 'intervalle[0; 1] ; d’aprés la propriété de I'intégration par

parties

I T AR R &
Donc : ﬂzz(!n(l+ﬁ)+l—ﬁ)u.a

I)1- e Montrons que la suite (/,) est convergente et déterminons sa limite.

.Ona:(v;:efN);(Vxe[o;ll);ﬁ%zo;d»oﬂ:(vﬂ eIN) ;>0

-etsoit n€N :ona:j  — | T f‘x'(x—l)dx

. "(x— 1) :
Etpuisque : (Vx € [0;1]) ; %,_ <0 alors s I =<0
' 14 x°

ainsi: (VvneN); L, =1

Par suite ; la suite (/,) est décroissante et minorée par 0 ; donc elle est
convergente.

¢Calculons : lim .

Lo

sitxel0;1],ona:0p<sx<is1</Fr1</2

s s
ool
= -‘/z—i—j:xdx <] = f“'x"dx

Donc : (Vn € IN) % < <1

Etpuisque : lim 12(n‘/—-12- 0= j_ 1= 0 ; alors d’aprés les criteres de

convergence on a: lim [ = {)
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2) Déterminons une relation de récurrence entre /.., et /,., pour tout n de

N* .

Soit neN" ,ona: T e T iy (e e
[.-:-.1+far1 '/Jﬁ(‘xﬁ'])dx ‘[”x 5 l"l"xdx

-1
On pose : k, = j x" "/l + x*dx calculons k, en utilisant une intégration par
0
parties.

Onpose: u'(x)=x""'etv(x)=/1+ x*;alors: u(x) =
X
1+ x° _
Les fonctions u et v sont dérivables sur I'intervalle [0;1] et les fonctions

et vix) =

i’ et y sont continues sur [0;1] ; d’aprés la propriété de I'intégration par

parties, on a : k_[l . X1+xL Lo ox

;l+x

dloa:[lwi-1+1n--l=_<tz__};];:-l
o e

Donc:(Vn € IN) ; 1., o I(T—i}_J
3-a) Calculons 1, :

1
Ona: l_f./x-r-l =fnf(x)dx=[f(x)l,;donc:&=ln(l+./§)
e Calculons /:
Ona:»’:fI L P 2—1,donc:I=/2-1

e Calculons L, :

En utilisant la propriété de récurrence obtenue dans la question précédente

et pour n=1

ona:L:é{/ﬁ—]u)::,lf(ﬁ*ln(l+./§))

Donc [, = @- In(/1 + /2)

3- b) Déterminons la valeur de l'intégrale k :

On utilise la méthode de changement de variable :
2 2
onaik= | =—Ht——du= [ —E—uu=d
jJ./tf—2u+2 u jl,/l+(u—l)2 %
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onpose: x=u—1;dou: dx=du
etpour u=1lona: x=0etpouru=2ona:x=1
1 I I
bonc: k= [ —EEL gy = X__gx + L e —a ey
-/;.fl+x3 jr:.71+x’x fn./l+x2 :
Ainsi: k= (/2 — 1)+ In(1 + /2)
Brercice £

-1a- Calculons uy.

Ona:u = j:l _: I”dr = [Aretant] = Arctan(1) — Arctan(0) = &

Donc:u,,:%

—_—

b)Montrons que : (Vn € N);u,, + .., = 755,
r?nFZ

(o
Ll e 2,;Ru)
"[(H: gy

=_[ Sl _[t*"dr

n
Soit # un élémentde N ,ona:y +4, ,= [T%Fd"+f =——dt

=
Etpuisqueff"dr: 2nl+ lt’""I= 2nl+ i ;donc : uw, + ub,,z=1—:1-2?
Donc:(Vn € IN) ; w, + W, . ,= i +12n
¢)Calculons w; ; uy et ug
s En utilisant I'égalité précédente ; on a:
Pour:n=0; wotwmw=1 ety = T ,doncu,_ 1 ~%
'Pourn=l,onazuq+u_,=%etona.uzzl—— donc: u, = %+%
*Pour n=2 ona: u + uozé

etona:u4=_%+ %,donc:;g:-{é_%

—

2)Montrons que : (Vne N);0<u, < 159,

i 1 2n
Soit n un élémentde N ,ona:uznzf Ll
ol + ¢
Y =
etona: (vt € [0;1]) ; l+12 0
1 2n
done: | < i_ zdi 2 0 ; clest-a-dire : u, = 0.
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ona:0<t=<1 =2 1<1+7r=<2

Lo =
1+ 7
!Zn <1"
< F
1+ 27

d’ou: (vt € [0,1]) ;

H 5 : I?” = :!n i - 1 - < I 13): R 1
parsmte.j{: W fdt < Lt di c'est-a-dire : u,, < i car'[}r dt= = =%

Donc: (VneN);0=u, =775,

Méthode 2;

Ona: st tin= “l_l__]—zn donc l___'_‘“l"j‘;z‘_ Uzn = Uzna2

et puisque . = 0 alors i, < H—l n

(VneN);0 < u, < 7o
* Déduction de la limite :ona: | I
ilmm: 0

e

Donc d'aprés les critéres de convergence on a : tim u,, = 0

3-a) Montrons que : (Ve N); v, =u+(—1)""u,

On utilise le raisonnement par récurrence :

e Pour n=1, ona:vlz(z_—_g;-z 1,etut+t(—1) w=u+u=1
Donc: v =up+(—1).u

e Soit n € N, on suppose que : v, = o +(—1)""tta ;

et on montre que : Vur = tho +(—1)" thous2

, _nll(_ ])L:I_ n (_ l)i|| (_ I)ne?.
onain. = G = (B G2 T)+ 2=

e (=1
=Yt onE ]
et d’aprés I'hypothése de récurrence : v,, , = u, + (= 1)" ', + ; -lf)l

= {5 37 a2, (d'aprés la question 1) b)

ona:u,
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Donc : S e e \ G
vrr-tl'" u1>+ ( 1) (] 5 2” u’Zn—2. + 1 iz 2”
i = " s n-1 1 e n I
o bl G e G
L e n T n=1 ] ] n=1 I
=+ (= D'u,,,+ (= 1) IS (= 1) L]
= ul] + (_ l)nu.?n + 2

¢ Conclusion : d’aprés le principe de récurrence : (Vne N'); v, = u,+ (— 1)"u,,
b) Déduction de limv,.
Ona: v.—uo=(—1)"".u». pourtout n de N’

donc: [v, — )= (= )" .| = w,

) : 1
. . ) s
dou: (Vn € IN) ; |v, ”"l"l+2n
et puisque : lim W%E = 0, alors d’apres les critéres de convergence:
lim v, = u,
] k41
Donc: lim o Bt o

a2+ T 4

Exercice -3

1)Montrons que la fonction /' est définie sur D.

On considére la fonction f définie sur : I(J,-é[ U ]%; + oo[ par: f(1) = 'ZILI_LLI

la fonction f est continue en tout point de JO; %l U l% + oo[.
* Soit x un élément de IO%-[ ,ona:[xdx|c ]0; —%[

Donc f est continue sur [x;4x] , d’ol F(x) existe.

Vx € });é-[);F(x) & IR).

Par suite : (
* Soit x ur; élément de ]%, + oo[ ,ona:|[x4x]c ]% + oo[

ainsi f est continue sur l'intervalle [x;4x], donc F(x) existe.
Par suite : ((Vx & E + co[);F(x) = !R)

Par conséquent : D = l(}; 31;[ U B— + 00[
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2) eMontrons que /' est dérivable en tout pointde D.

Soit G une fonction primitive de f sur les intervalles IO: él et Ié + col
Ona:(vx € D);F(x) = [GW] = G4x) — G(x)

et puisque G est primitive de f sur les deux intervalles I%, 4 col et IO;;I
alors (G est dérivable sur les deux intervalles ]é + ocl et IO: é[ ;etona:
(Vx € D);G (%) = f(x)

Soit la fonction u:x — 4x ona: F=Gou—G

- La fonction u« est dérivable sur IF)- %—I etu(]()'--l-[) = IO; é[ et la fonction G
i

-La fonction u est dérivable sur I-?—_-; + ocl et ”(IT + ':o|) = Ié, + oo[

est dérivable sur Iﬂ [ l d’oll G ou est dérivable sur IO; I

et la fonction G est dérivable sur Ié + 00[ d’oli Gou est dérivable sur

Iz’ i °“[

* On en déduit que, d’aprés ce qui précéde : la fonction F est dérivable en
tout pointde D.

e Calculde F'(x) ,ona:
(Vx € D); F'(x) = G'(ulx) x ' (x) — G'(x) = flulx) x 4 — fx)

d'oli: (Vx € D); F'(x) = '"frl) + 45'2;’—(2‘-”)1
3) a-Montrons que : (3( clx 4x]) F(x) = _3&“1{1_

Soit x un élément de |i; + o ; la fonction f est continue sur [x;4x|

Donc d’aprés le théoréeme de la valeur moyenne, on a:
(Fe e[x4x]); gz= tf fdt = fle)

c'est-a-dire : (Jc € [x;4x]); F(x) = 3x/(c) = 3}T‘inﬁ (cl)

b- Montrons que : Jim F(x) =

Soit x un élément de I'intervalle [1; + |

Ona:(3celx 4x]) s Flx) = %f]f(l-

et puisque la fonction In est strictement croissante sur I'intervalle ]0; + oo
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dors: 1 Sx<c¢c<4x =0 <Inx < Inc = In(4x)
et ]l Sx<cf4dxe=1<2x—-1=<2c—-1=<8-1

T | 1 :
donc : 0<8 — = 2—-——1 z-x—_-?,et xInx < xlInc

Saiic s 3xInx ?:Jcln:c< 3xlne

Bx=1=Ze~=1v Je=T

Par suite : (Vx e [1; + oo[) F(x) > _3Jrlnxi

etpuisque : lim Inx =+ oo et lim g 3f = 8 ,alors: lim . 3“ l""
donc: lim F(x) =
4) Seit x un élément de ]( l[ ; montrons que : | F(x)| < fi 2In(s)dt

0na:|F@)| = [ it rar] < < [ gy for

stcomme : [x;4x] ]04[ ;alors : (Vt € [x;4x]);Int <0

gona:x <1< 4dx = 2x—-1=<2t—1=< 8~ 1

deplus: (V7 € [x;4x]); 2 — 1 <O ainsi: (Vi € [x;4x]); |§-1— —l}= l-_;lig}-
gtpuisque : x SIS dx = 1 -8x =1 -2t = 1- 2x
1 1
 [Fou: 0<1~2; = mmmr el e
| 1
etpuisque : 1 — 8x = -2— yalors: g —o- =2

dors: (Vi € [x; 4x]) 2r < - 2Int Donc: | F(x)| < f~21n(£)df
'Déduction :
mm@xekqaquﬂ5~z£mmm

1| . LY ql
| etpuisque : /‘l In()dt = [tint - ¢t]
I o X x

' = 4xIn(4x) — xInx — 3x
Iy € k l(l) lF(x), £ 2(xInx — 4xIn4x — 3x)
tona: limxInx = 0 d'ol : lim4xindx = ]irﬂnrlnt =0 (en posant { = 4x)

maalors : lim2(xInx — 4xIndx — 3x) = 0. Donc: limF(x) = 0
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(Exercice

1) a- Montrons que la fonction [ est deux fois dérivable sur R

Soit F la fonction définie sur R par: F(x) = Ff(r)d:

Ona: F estla fonction primitive de f sur R‘;ui s‘annuleen 0;

d'ou F est dérivablesur R et I =f

et puisque : (Vx € R); £ (x) = f(x) + 2 [ " f)dt = fx) + 2F () = (f+ 2F)(x)
alors: f’ =f+ 2F et puisque (f+ 2F) est dérivable sur R , car F et f
sont dérivables sur R ,

alors la fonction f” est dérivable sur R, ainsi la fonction f est deux fois
dérivable sur R.

b-Montrons que [ est solution de I'équation différentielle.

Ona: f' =f+2F ;dob f* =(f+2F)=f +2F =f +2f

Donc: (VvxeR): £ (x)—f (x)— 2f(x) =0

c'est-a-dire f est solution de I'équation différentielle: y" —y" —2y =0
2) a- Résolvons I'équation differentielle (E) :

L'équation caractéristique de I'équation y" —y —2y=0est: r' —r—2=0;
ses deux racines sont —1 et 2.

Donc : la solution générale de I'équation différentielle (£) sont les fonctions
définies sur R par: x — ate* + Be ", avec: (o;B) € R2.

b- Déduction : La fonction f est solution de I'équation différentielle (E),
d’ou : (EI(a;B) = R?);(Vx €R); f(x) = ae*+Pe~

ona:(vxeR); f (x)=20e*—Be~

s a+p=1
SO =@ =1 s {m_ e
donc: s a=Z2etf=41
’ 3 3
donc: (vxeR); flx) = %ez‘ + é—e = %(Ze’"+e“)
3) a- Montrons que | est strictement croissante sur [0;1].

ona: f estdérivablesur R , et

(VxeR); f(x)= -lj-(tle"” —e )= %5.(43“’— 1)
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Puisque;OSxSlafixZ()
= e¢¥ =1

= 4e¥—1=23>0
dors (Vx € [0;1]); £'(x) >0 ; donc f est croissante sur [0; 1]
b Montrons que : (vn € N); 0<u<f(l)l[ =
Soit n un élément de N ;

mna: l+nt>0et(vt e |'0;l]);f(t}>0

donc: (V1 € [0; []) : IJII.J)I[ ')

>0 dou : T2

= 0 ; cest-a-dire : u, = 0 (1)

+Ona:lafonction f est strictement croissante sur [0;1] donc :
1<t <1=f00) < flr) =fQ1)

: 1
donc: (V¢ € [0;1]); I:-“:n < l"f—ﬁ;r

¢ v f@) Lo L)
Parsuite : | 7 dt < .Jl+m

dest-a-dire : u, Sf(l)f i (2)

faprés (1) et (2) on en déduit que : (Vvae N): 0 <u, < f{l)f ] +n'r

dt

+ nt

i-Déduction :

Sit n un élément de N sona:

In(1 +
“—m ,(1+mdf n[ln|1+m[]n ~(In(1+n)—In(1)) = n(n n)
donc: (Ve N*);0 < u, <f(1). In(i +n)
L |
ln(n)+ln(]+—) ln(l-i----)
o lmln(l:n) lim— '""r}"'“_ﬁ"':_,_]_i}ﬁln,(,n)ﬂL : Bl

[car : lim ln(n) = 0et lim In(l - 1} 0)

dou: tim £(1). 01 +2)

n
0 (Vne N*):0 < u, < f(1). “‘“-f”)
onc : :
tim f1) 0L 4R _

etd'apres les critéres de convergence, on conclut que : lim u, = 0.

o=
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1) a- Calculons  (a) en fonction de a :

Ona: i(a) = fn“ﬁ(t)dr . f:;e“'dr

En utilise une intégration par parties:

onpose: V() =e¢ etu()=t,ona:v(t)=—c etu'(t)=1

Les fonctions u et v sont dérivables sur [0;a] et les fonctions u’ et V' sont

continues sur [0;a] , d’aprés la formule de I'intégration par parties on a:
I.(a)=[u(!)v(t)]',i—_[ﬂu’(t)v(t)d!=[-re'*],"i*l—'["e"df

=—ae+|—etl=—aer—e<+1

Donc: li(a)=—ae*—e“+1

b-Montrons que : (Vvane N*)(vie R ):0<£() < f—,

Soit n un élémentde N* et f un élémentde R" ,ona:

"= 0ete'>0etn! >0,dol: ﬂ;ﬁ—’ > (0, c'est-a-dire : £i(1) = 0 (1)

etona:/=0,dou:~r < 0;ainsi:e’' =1

Donc : f—";?‘iii < :? c'est-a-dire : (1) < :z, (2)

d’aprés (1) et (2)ona: 0 < fi() < i,

Donc: (vne N')(vie R');

c- Déduction :

Soit n un élément de N* et @ un nombre de [0; + oof

ona:(vi € [0a]);0 < ) < L dloti: 0 < fﬁ,(z)dr = [ S

lact-a-dire 1 0 < L n prt e
c'est-a-dire : 0 =< I(a) [r dt et comme : f!df [n+l ey
. < a.n{-l
doti: 0 < I(a) < nT e

c'est-a-dire : (vn e N); (n L I)l
donc: (vne N*)(vae R:);0 < L(a) < (,..__‘__l_)!_

2) Soit 1 un élémentde N ; montrons que f, est strictement décroissante
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sur [n; + oo[.
lafonction f, est dérivable sur R' etona:
(vxeR); filx) = }-:,—(nx“' Le —xme)
_Xx"e
il
Ainsi : le signe de f’(x) sur R* estle signede n—x

;.(nux)

Donc: fi(x) < 0 = x € [ + oo
dol la fonction f, est strictement décroissante sur I'intervalle [n; + oo

3)a- Montrons que : (vrn e N°); nL! =< (f;)
Soit n un élément de N,

% n
L <(-‘-"-) FE
nl \n n " n

ona:
s .*’.3:?'1 <1
n.
— f.(n) <1

Ainsi ; il suffit de montrer que : (Vvae N*); fi(n) < 1 en utilisant le

raisonnement par récurrence
*Pour n=1;0na: f(l) = é eté— <1;dou £(1)< 1
ainsi la propriété est vrai pour n = 1.

+Soit n un élément de N* ,on suppose : f(n) < 1 et, on montre que :
falnt 1)< 1

lafonction f; est strictement décroissante sur I'intervalle [n; + o[ , d’ol
n<n+1=f(n+1)<f(n)etona: f(n)<1

std'aprés I'hypothése de récurrence donc f.(n+ 1) < 1

etona: fin + 1) = .{.”_Jr_lz;'f'i' 2
o ot V1)t el (b DAttelted
3 (n+ 1)n! v n+ DI =fisln + 1)

Donc: fi-i(n+ 1) < 1, d’aprés le principe de récurrence: (Vi e N'); fi(n) < 1

- X, sl (e‘ )"
: Ry*) s = 10
Ainsi: (vne N*); =1 s
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b- Déduction :
Soit n un élémentde N* ,ona:

0 < I(a) <, B (d"aprés la question 1) c)

(+1

ik e _)“I' N r ;
Et puisque : gD (n+ ] ; (d’aprés la question précédente)

Donc: , 4" <gnt ( __g_)"" e, 2 <(—@-—-)"H
(n +l)' \n+ 1 (n+l)l n+ 1
n+l
. 4. ac
Donc: (vneN ),OSL(a)S<n+l)
n+l
ae 5
eCalculons ’llﬂ‘l( T 1-) :
Soit n un élémentde N ,ona :( ae )”'__, ptn D2
n+ 1
- elJ'l- 13 (I toe) = lnln + 1))
Et puisque : li_;_p(n+ 1) =+ et I‘i_rin In(n+ 1)=+ oo
alors : lim (n + 1).(In(ae) — In(n + 1)) =— oo
mA
d’ols l'!m et Dt~ o= D) — () 3insj : “m( (f [-) —0

Daprés un critére de convergence on conclut que : lim /(a) = 0.

(Exercice /5.

1) a- Montrons que (Vx € R);¢* > x
On considére la fonction u définie sur R par: (Vx € R);u(x) =e¢* —x
La fonction u est dérivablesur R ;etona: (vxeR):u' (x)=e*—1

e Tableau de variations de u est le suivant :

X —o© _ 0 +co

u'(x) = R

- La fonction u est strictement décroissante sur |-oc;0|

d'ol : (Vx € |- o00;0]);u(x) = u(0) ,ainsi: (Vx € Foos0]);ux) = 1
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donc: (Vx € Foo;0]);u(x) >0

-lafonction u est strictement croissant sur [0; + oo

donc : (Vx e [0; + oo[);u(x) = u(0),dou: [Vx e [o; + ool');u.(x) =5
donc : (Vx € [0; + co[):u(x) >0

Par suite : (Vx € R):u(x) >0 ; donc: (VxeR):e” > x

b- Déterminons D I'ensemble de définitionde f:Soit xR ona:

x€De=e*—x#0 (car (VxeR);e* > x)
—=xeR

Donc: D =R
¢- ® Calculons les limites : vl_@r_;ri fx) et lim Jx) :

Calcul de 'lim f(x)

Soit x un élémentde R ,ona: f(x) = e’J—C-x =t e’[
e(
rean

Et puisque : ]im-‘;: =+ oo, alors: lim f(x) = 0
X = 4 00 X =4

* Calcul de _‘lirpmf(x) :

Soit xeR” ,ona: flx) = e
ef—x

Etpuisque : lim e* = 0 et lim (e* — x) =+ oo alors : lim f(x) = 1
2) a- Dressons le tableau de variations de f
la fonction [ est dérivable sur R ,ona:
(Wxie IR): fil) ==X =0¢ kX
(e* — x)
Ll wer
(e* — x)°

o le signe de f'(x) estceluide | —x ;

* Le tableau de variations de f est le suivant :
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X —o0 ] — o

b-Le tracé de (C) ;ona: (E—i-—-l— ~ 0,6)

| A

10

~r Y

y=0
©

3) a- Déterminons le sens de variations de

La fonction : ¢ — e‘f(1) est continue sur IR ; donc la fonction F est dérivable
sur R etona:(vxeR): F (x)=e" f(x)

Ainsi le signe de F'(x) dépend de celuide f(x) sur K.

D'aprés ce qui précéde ; ona: (Vx € [0; + oo); F'(x) = 0 et

(Vx € Lo O]): F'(x) <0

Donc F est strictement croissante sur [0; + o] et strictement décroissante

sur |- o0;0].
t

b-Vérifions que (Vi € R');—,—:— =
e=1" ¢
ona:f<e —t<e -4 < 1
e' e'—t
e
e e

c- ® Déduction :
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soit ¥ un élément de R* et £ un élément de [0;x] ,

f t fe'
U e Sk
gona s Sers b S e

1\|"~u

ansi: (vt € [05x])31 < e'f(e) s donc: [1dt < [etft)ar
! s . 3 tz i

Cest-a-dire : lf]u < F(x)

Dou: (Vx € R"); F(x) > -’5__

2 2
*Ona: lim%’=+oo et F(x)>*% ,donc limF(x) =+

¥koo Xrohe

Partie A:

1) Montrons que F est dérivable sur l'intervalle 7.

Ona f est continue sur le segment [a;b] ; donc f admet une fonction
primitive F sur /.

Soit ¢ la fonction primitive de la fonction f sur [a;b] et qui sannule en a.
ma: (vx € [ab): 9 = [F@0d

Soit x un élémentde 7 ,ona:

Fx) = f " 0 d = (e () = (oa) (x)

Ona:e a est continue et dérivable sur /.

e a() C |a;b]

o ¢ est dérivable sur [a b]
dol : /' = oo est dérivable sur / ; et on a pour tout x de /:
Fliv) = o' (0) .9 (a(x) = o’ (x) flo (x)
donc: (Vx € 1); F'(x) = o (x) flo(x))
))Montrons que F est dérivable sur l'intervalle /.
Ona f est continue sur I'intervalle / ; donc f admet une fonction
wimitive f sur [a;b] et quisannule en a.
it ¢ la fonction primitive de f sur [a;b]qui sannule en a.
ha:(vx € [@b]):; @ &) = j‘:‘jf(t)dt

Sit x un élémentde / ,ona:

= [ rode= [ roa - [T f0d = 9(B@) - o)

i}

Calcul intégral @ 213



Donc: (Vx € I); F(x) = (QoP)(x) — (¢poar)(x)
Ona: ¢ B estdérivablesur /. B(/) C [a;b] © @ est dérivable sur [a;b].
Donc : la fonction @of est dérivable sur / ; de méme la fonction @oa. est
dérivable sur l'intervalle [ ainsila fonction /' est dérivable sur [, etona:
(Vx € 1);F'(x) = B'(0).9'(B &) — a'(x).¢' (o (x))
(Vx € I); F'(x) = B' () AP ) — o' (x) fla(x))
Partie B :
|- 1) e Etudions les variations de f .
- Ensemble de définition: Soit x un élément de R ; ona car:

xEDe=x*-1#0
= (x— D2+ x4+ 1)#0

= x# l(car (Vx€ IR);x*+x+1#0
Donc: D= |oo; I[ U JI; + oof
- Variations de f:
La fonction f est une fonction rationnelle , donc dérivable en tout point de D.

Ona:(Vx € D); f'(x) = (-—7—3-‘}‘-%-)-2- dotu:(vxe D); f'(x) <0
x*—

- tableau de variations de f:

On peut vérifier les limites aux bornes de D:

X |-—oo 0 I 4o
.f‘{.‘k') — (:) - . - ]
0 4 co
J \ \
S 0

o Le tracé de (C):

La courbe (C) admet une asymptote verticale d’équation x=1et (C)
admet une asymptote horizontale au voisinages de + « et — « d'équation:

y=0.
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iA

I Déterminons Ds:

ercas: x € JI; + oo

ma:x’ > x > 1;dou: 1&[xx?]

spuisque f est continue sur lintervalle [x;x*| alors la fonction F est
#finie sur I'intervalle |I; + oof.

véme cas : x € [0;1]

ina: x* < x <1;donc: 1&[x%x]

tpuisque f est continue sur l'intervalle [x’;x| alors la fonction F est
gfinie sur I'intervalle 10;11.

emecas: x € | 1;0]

ina:x < x?<1,donc: 1&[xx?]

dpuisque f est continue sur lintervalle [x*x] ; alors F est définie sur
F1:0]

igmecas: x € |-oo; — 1]

Ma:x < x*et1&|xix?|; donc F n'est pas définie sur |- oc; — 1]
donc: Dr = 131U JI; + oof

jj*Calculons F'(x)pour tout x de |i; + oof

Yaprés la premiére partie; on a:
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(vx € Ji; + oof): F(x) = @(x?) — ¢(x)

ol @ est une fonction primitive de /' sur lintervalle [I; + oo
etona: F estdérivable sur |I; + oo

etona: (Vx € Ji; + oo]); F'(x) = 2¢(x?) - f(x) = xéz_xl i e
Donc: (Vx € JI; + oof); F'(x) = zx;—f‘l;l

e Etudions les variations de F sur JI; + oof:

Ona:(Vx € JI; + oof);x*— 1 >0 ainsi le signe de F'(x) est celui de
P(x)=—x"+2x—1 sur ]I; + oo

On remarque que 1 est une solution evidente du polynéme P(x) ;

En effectuant la division euclidienne de 7(x) par x—1 ;

onobtient: P(x)=(1—x)(x*+x—1)

(1- x)(x +x—1)

D'our: (Vx € Jl; + oo]); F'(x) = o e

Ainsi: (Vx € |I; + oof); F'(x) <0 ; Donc la fonction F est strictement
décroissante sur [I; + .

4) » Montrons que : (Vx € Jl; + oof): (22 — x)f(x?) < F(x) < (x2 = x)f(x)
Soit x un élémentde Ji; + o ,

D’aprés le théoréme de la valeur moyenne, ona:

(3c € [xx2]); flo) =

Et puisque F est strictement décroissante sur l'intervalle |i; + oo| alors:

x 2 ¢ <xt= fx?) = flo) £/
= flx?) < 'jc"'-'"l_EF(x) < f(x) (car x’—x > 0)
= (x2 = x)f(x?) £ F(x) < (x°— x)f(x)

Donc: (Vax € Ji; + o] ) : (22 —x)f(x?) < F(x) < (52 —x)f(x)

eDéduisons : !i.r_me(x]:

Soit x un élémentde JI; + oo[ ;ona: (x? — x)f(x) = x_:_)i

dou: lim (' ~ x)f(@) = lim 5= = lim = 0
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Onmontre de méme que : lim (x* — x)f(x") = 0

Dapres la propriété des limites et ordre on a: Jim F (0=
I-1) Déterminons @ , b et ¢ : Soit x € D ona:

Fy = e e A4S A

..(.1)_afj _ dt+f - dt

g e

gona: F(x) = f: F—l——l dt
donc; on doit avoir: (a+b)?+(a—b+c)t+a—c=1

fou: (a+b)+(a—b+c)t+(a—c—1)=0

il

a+b=0 G
fonc:1a — b+ ¢ = 0 ; par suite : b:—%
a=c=1=10 oty
c=—3

bonc: (Vx € Di); Fx) = 3f ~ Loa-1 “"I S

J)a- Etudions les variations de la fonction 4 sur 'intervalle [0; + o|:
afonction f est dérivable sur I'intervalle [0; + | ; etona:

€ [0; + oo ) B (8) = & ((i -:-ft:l)l) d'otr : (V1 € [0; + oof); K (1) >0

letableau de variations de /& est le suivant :

l 0 + 00
h'(1) +
0
h | 2 /
3
t-Daprés le tableau de variations de 4 ; ona: A([0; + o) = 0[

bonc: (Ve € [05 + oof); A (1) <0
\nsi: la fonction 4 est négative sur [0; + oo
onpeut déterminer le signe de h en utilisant I'expression de /)

J*»Montrons que : (Vx € [0; + oo]);(x? — )h(x) < fh(z)a't < (x> = 0)h(x?)
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La fonction & est continue sur l'intervalle |0; + oc| , donc k est continue sur

tout intervalle de bornes x et x° oli: x € [0; + o
On étudiedeuxcas:x = let0) < x < |
lercas: 0 < x < | (danscecas;ona: x* < x)
D’aprés le théoreme de la moyenne ; on a:
(Bc € [¥5x)/h(e) = =2 [h@a
et puisque h est strictement croissante sur [0; + oof on a alors :
x*<e<x=h(x?)<h(c) <h(x)
= hx) < s [Thde < b
= (x=x)h(e) < [ hdr < (x—x")h(x)

= (xt—x h(x)<f h(ydt < (x*=2)h () car x— >0 (1)
2®mecas: x > |;(danscecasona: x < x?)
D’aprés le théoréme de la moyenne : (Jc € [x;x%]): h(c) = — -—t Y

Et puisque la fonction & est strictement croissante sur [0; + oof ; alors:

x<c=<x*=hlx) = h() £ hxd car X’ —x20{2)
= (2~ Dh@ < [hOde < (x* = D)

D’aprés (1) et (2) on en déduit qu; 3

(Vx € [0; + oof);(x? = X)h(x) < f(:';(!)dt < (x*= x)h(x?)

e Déduisons : imrr]'/‘rh () dt

Ona: _,.“"’;',(“'? — x)h(x)= 0 et ‘Ii_nl"n‘(x? —x)h(x?) =0

Donc d’aprés une propriété des limites et 'ordreon a : ‘I?‘n?.f‘}';(r)df =0

4) a- Calculons : llm—- jh(r )dt

Soit x un élément de |I; + o , d’aprés la question 3)ona:

(x> = x)h(x) < f-};(r)d; < (x?— x)h(x?) T

Dol : xh(x) < jh(r)dr < xh(x?)
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Etpuisque : lima (x) = lim  xh(x2) = — é ; alors d’aprés une propriété des

1

limites et ordre on a : llm'—"-—'“ f h(t) dt = —3

b- Calculons [i_n|1‘F (x) :
ma:(vx € D) F@ =5 [ ;—qdt+ [h@ds
Soit x un élément de l'intervalle |I; + | ;ona:
X3 l ! x?
./: -[_-—_ldtu_ [ln(f == I)]‘
= ln(l;—f——l—) =In@x+'1)

R s T Nt
D’ou.rll_rr11_3_/; —rdr = limzln(x+ 1) = =3

et puisque : hﬂn?th (O)dt = 0 alors : IEH}*F(JC) = ln_:g2)

) Le tracé de la courbe (C») :

(C,)
‘_K—_
Gk T y=0

bercice

lja-» Montrons que : (Vx € Jl; + oof); f(x + 1) < F(x) < f(x)

zfonction f est continue et dérivable sur I'intervalle |i; + oo
I : Nonpoean Sl i

fﬁu 5 (VI S ]l. + oo[),f (f) — I( 1nr)2.elm

donc la fonction f est strictement décroissante sur I'intervalle |I; + oo

Wit x un élément de JI; + oo[ ; et 1€ J1; + oo
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ONa:y < (<x+1=fx+1)<f1) <f®

= [T fe+ Dar < [ p@ar < [feodr
= flx+ 1) < F(x) < f(x)

Donc: (Vx € [l + oof)s flx + 1) < F(x) < flx)
* Déduisons : Jim F(x) :
Ona: Klj(nwf(x + 1) =x|.§rpwf(x) =]
D’aprés une propriété des limites et ordre ona : Jim Fx) =
b- Montrons que : (Yu € [0; + oo[);e" > u + 1
On considére la fonction @ définie sur I'intervalle [0; + | ; par:
Qw)=¢e"—u-1
La fonction @ est dérivable sur I'intervalle [0; + |
et (Vu € [0; + oo); @' () = e — 1
Ona :(Vu € [0; + oof); @"(w) = 0
Donc la fonction @ est strictement croissante sur I'intervalle [0; + oo
dolu:u > 0= @ = @(0)
se—yu—1210
ainsi : (Vu € [0; + oo[);e" 2 u+ 1
¢ - Déduisons que : (Vx €+ «[);Fxy—12= j:mh:—rdt
Soit ¢ un élément de l'intervalle |i; + oo ,

onpose : u = -]-1— et utilisant I'inégalité précédente

ona:em > li+ | (car _[EI_E]O + 00| )
dou: [ ew dr>j az+j 1dt ainsi: F(x) >] Lodi 1
donc :(vx e Jts+wl); F@) ~ 1 > [ et §

d- Montrons que : (V¢ € [0; + oof):lnt < 1= 1

On consideére la fonction @ définie sur I'intervalle [0: + <[ ; par:
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0 =t—1— Int

Lafonction ¢ est dérivable sur Iintervalle 0; + oo
et: (Ve € J0; + oof);0°(0) = 1 - } = f——‘i;-—l
letableau de variations de @ est le suivant :

t 0 1 + oo

9 =l -

od B s

D'aprés le tableau de variations de ¢ , O est la valeur minimale de la fonction
o sur lintervalle J0; + oof : Donc (V£ € J0; + oof); 0 (1) = 0

Ainsi: (Vi € 10; + oof);Int < 1 1

X4l

»Déduisons que : (V7 € |I: + oo[):f |r£i 2 ln(xf 1)

Soit x un élément de l'intervalle JI: + o[ et ¢ un élément de [x;x+ 1] ona:

h<t—1=-—2=2
In

2 f ot = In(x) = In(x— 1)

Donc: (Vx € Ji; + oo[);j: Ly > In( ______ ]

Int 1
¢- Déduisons li__an(x)
Daprés ce qui précéde : (Vx € Jl; + oof); Flx) — 1 = j Tn%d! s ln(}“f“ 1)

dot ; [V.‘k‘ = Il. b OCD;F((\’} = !n(.—.—:x_l) |

t puisque : l|mln(‘ ]+ 1=+ o

-1
dors d’apres une propriété des limites et ordre : limF ()=
)) ftudions les variations de £ :

lafonction f est continue sur lintervalle JI; + o[ ; donc f admet une

wimitive sur l'intervalle JI; + oo
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Soit G la fonction primitive de f qui sannule en 2.
ona:(vx € |l + o|); Glx) = fff(t)dt et (vx € JI; + oo); G’ (®) = f(x)
dot:(vx € Jl; + oof); F(x) = Gx + 1) — G)

on a la fonction F est dérivable sur |I; + o| et pour tout x de |I; + o:
F(x)=f(x+1)—fx)

Et puisque f est strictement décroissante sur Vintervalle |I: + oo|et
x<x+1lalors: flx+1) < flx) dou: flx+1)—flx) <0

Donc: (Vx € Ji; + of); F'(x) <0

o Le tableau de variations de F est le suivant :

Courbe de la fonction F

)

Exercice — 3

1) a- Montrons que : (Vx S [0;-%D;G(x) = F(m) = F(r(l — x))

Ona:Gx) = f".silﬂ_?%{ld,

onpose:u= (1 — )7 cest-a-dire 71t =m —u
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ona:du=— Tdt et(u=T < 1=0) et (u=(1-2)T e t=x)

Donc : _ (Y% sin(w — ) (_ f_ig) pE i sing
Gloe -/,-[ U : = fnu o U di
1

= g, f; St au
e i T U

{l=x)

;A ®il —x)
_[Fsinu S!gu
= du f du

5

= F(m) - F(n(l — x))

b-Déduisons que : J = f-‘-’-'—'lvm)dt

v [l
Tﬂ_

))a- Montrons que : (Vn € IN"); W S [0

wec: R, = f” {;m(f‘f) dt
£ o

Sit n un élémentde N* ,ona:

D;J=un+m+...+ Un-1+ Ra

l\)ir—‘

\=t+ 4+ b+ Ru
I ! 1
= f‘sin(m)dt + f”fsin(‘rcr)dr = R f’r" “sin(e)dt + R,
0 (1] i

Z f_?(i + L4 2+ o+ 1 )sin(mr)dr + R,

2 {"sin (n_z_) d

< J(ll = ’;)qin(m)dt + - t

ol

%+ Montrons que : (Vn € IN‘)-(W (= [0%]) 3 ‘i”‘_(’?) < 2
it n un élément de N” et 7 un élément de |'intervalle (},él,
ona:——éS—zi()etOSrS%aOSmsg-
20 < sin(mt) < let%s g

|t < 2et0 <sin(m) < opednm.

o<ty

1Déterminons un encadrement de K, :

i'
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P

Ona: t”sin(71) A 3 t'sin(7e) i
0.< BHEL < or o Gr [ PERE Bl dr = 9 [Fpedr

=2 0=<R =< 2[;’};‘*1-!“"]2

. e SHES
Donc: (vrne N ),OSR"Sn_H.(Q)

c-Déduisons lim (us + w + ... + the-1)

n—+ o

T | | - NS e
ona: lim ——— = 0et n].!'ﬂ(z) = 0(car:—1 <3 <l1)
P R NS ite R
ainsi : "lflfl.xn 7 1(2) = ( ; d’aprés un critére de convergence : lulrp-fg:.— 0

Et puisque: J=(uo+u+ ... + 1)+ R,

alors : li{_n(ua ‘it ) =J

1

3) a- Calculons u, et u :
s Tl Sern
ona:u= [ slm(m)a't — [ ELOS(W)L ==

etona u= fitsin(m)d! (En utilise une intégration par parties) :
Q
on pose : u'({) = sin(mt) et v(t)=1¢ donc: u(r) =— ,}f cos(mt) et v'(1)=1

Les fonctions u et v sont dérivables sur [O;—é—]et i’ et v’ sont continues sur
ol
Jo:3]
D’aprés la propriété de 'intégration par parties ; ona:
- 1
; 2 IErs otl
= l"?fr— cos (m)L +;E_-['a cos (1t )dt = ?f_,[sm (’IU)].:: =Tz
1 1
Donc: us = T et u = _T_C?
b-Montrons que : (Vvae N"—{1});u, = %2(-257— n(n—1)u. 2)
On calcule u_en utilisant deux fois une intégration par parties.
1
Ona:u = fzr"sin(m)dr =,
0
on pose : u'{t) = sin(mr) et v(¢)= 1"

dou : u(t) =— %cos(m) et v'(1)=nt""

Les fonctions u et v sont dérivables sur I(}; Tl) et u' ety sont continues sur
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lintervalle [O;%] , d’apres la propriété de I'intégration par parties ;ona:
= - ]- n % £ % n—1 - n % LS
e = [_?[—r cos(m‘)L i fn "' cos(me)dt = _Tffu t _l.cos(nr)a‘r
ik
Onpose : K, = fzt”' 'cos(TT¢) dt
0
Onpose : u'(¢) = cos(mz) et v(t)=¢""
doli: u(2) = %sin(ﬂ:t) et vV(t)=(m—1)"?

les fonctions i et v sont dérivables sur l'intervalle [0;%] et #' et v’ sont

continues sur [O;%] , d’aprés une intégration par parties; on a :
|

_..]_r:~l' ]E_n""l %n-‘i'
K.-—{nt sm(‘m)0 = fut sin(7t1) dt
i e I
dou.Kn—nx(z)

1

T3 Un-2

n=1
par suite : u. = %K., = —ﬁ—((—%) — (n— 1)u,_:)

1

Donc: (Vn € IN') ;us = o

(7"7. —n(n— 1)t :)
i) Déterminons une valeur approchée du nombre J :

Uﬂai J_(u0+u1+..-+un~l):Rﬂ
o s = e tslags il
Donc : |J — (o + thi + v + tso))| IR.,let!an_(n+1) :

)y 1
. <
dou.U (77 e S un_u)l S CEL

(.’1-}-411)_7 < 10_2 — 2"(’1 + 1) >]02

Pourn=>5;ona: 2°x6 > 100

ona:

dobis | 7= (o + i + . + )| = 1072

4
donc: >} ux est une valeur approchée du nombre J a 107,

k=10

Erercice 473

l-1)a-e Calculons Jim__f(x):
ma: limlnx =~ oo et lim—L— =— 1donc: limf(x)=+ oo

*Calculons lim f(x):
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Ona: llm1

lrl_(.gr) iy X

Donc : lim f(x) — Ilm X

ainsi: lim f(x) =

b- Etudions la continuité de f en 1.
1

=0et lim %= l|m—--—1-~= 1
x

X =+ o x-l—n"'"l l__]

ona: limf(x) = lim "% = 1 = (1), donc f est continue en 1.

1

2) a- montrons que : (V¢ € |15+ °°Di|f{1 fud”
0

On etudiedeuxcas: —1 <t < 0etr =0

1cas:—1<t =<0

Soit u un élément de I'intervalle [£;0] ,ona:

tSuSO:OSu"{I“
1
[ +

Sl

l+

< 2|In(1 + 1|

i
-0 [ 14 ause [ du

:osf gy < I+ w]

2
»0< [ {4du < *ln(1+0)

I 2
-y

<
= () =< I

2Me cacielf ()

Soit # un élément de l'intervalle [0;¢] ,ona:

0Su<i=0Su*<r
u 5 2.4)
ol g e
B BT
~0< [‘fhduse [ d
e G e TPt e s

2
5 0= [ du < Pin(l +u)

= 0 E{f‘ I ff”d“]E 2| In(1+9]|

< *|In(1 + 0| (car|In(1 + D|=— In(1 + 1))

(car|In(1+8|=In(1 +1)

b- Montrons que : f ]-‘—i---du =In(l +8)—1+ {2
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ona: f
0

R G S S
du f T du—f(u 1+1+ )du

=[§u2‘— u + ln(l + M)L= jtz‘- 4+ ln(l + t)

1

il A = A 42
Donc.qu_ml = In(l + 1) t+2r

¢- Déduisons que f est dérivableen 1etque: f'(1) =—

B

: s 3 . S = f1) _ Inx—(x—=1)
Soit x un élément de (]0; + oo — {1}) ;ona: - =T e

Onpose: t=x—1,alors:

fx) — f(l) nQ+H—1_ (L Loyl ,l)
o o i
W u Sl
etpmsque.|f;l+udu < ¢2|In(1 + 1) alors : t’ful+udu < In(l+ 1)

T S Ko, 1 | T o
etona: hmln(l + £) = 0 d'ol: llm—zf—--—~du— 0
t-0F 0

donc : |lmM— hm( 2./:1 f;id“_ -é-):_ %

-0

Ainsi f est dérivableen 1 et /(1) =— %_

3)Etudions les variations de f :

lafonction f est dérivable sur J0; + o] etona:
o ‘_._1_ Inx
x—=1=xlInx

e 01U i + oof); £/ (x0) = (__ 5

On consideére la fonction g définie sur [0; + oo par: g(x)=x—1—xlnx
lafonction g est dérivable sur J0; + | et (Vx € 10; + oof); 2’ (x) =— Inx
etona: x!i;l'l:jllg x)=—1; Kh:rpmg (x) =jli_.r‘nwx(l —Inx)— 1 =—

f'oli le tableau de variations de g est:

% 0 1 + 00
g'(x) 4+ 0 =

g 71/0\

Calcul intégral
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dot: (Vx € J0; + oof): g(x) < 0

Cest-a-dire : (vx € ;1] U i + oof); /() < Oet: /() =~ %
d'ol: (Vx € J0; + oof); f/(x) < 0

Le tableau de variations de f est:

X 0 + 0o
f'x) | -
f \—)

II- 1) Montrons que 'ensemble de définition de la fonction G est : [0; + o]

Ona: f estdéfinie et continue sur [0; + oo ; ainsi f admet une fonction
primitive sur l'intervalle |0; + o , donc G est bien définie sur |0; + o|.
Puisque G(0)= 0 alors G est définie sur [0; + oo.

2) a- Montrons que : (Vx € 0; + co[);lenx < G({) < xlnx

Xk T
On étudiedeuxcasx>1let0<x<1

La fonction f est strictement décroissante sur I'intervalle 0; + oo
1¢cas: x> 1;(danscecasona: x’>x)
Soit ¢ un élément de ]0; + o[ ,ona:

xSt < x2= Axd) S50 =)
=~ 2x < £ sﬂT

f -2"’-’?-dr<f ) dt <f

= 2% (2 ) <6k = lnx {x¥= x) (car x—1>0)

x? =1 =l
o 2xInx -
FEs G(x) = xilnx

2*™cas:0<x<1(danscecasona: x*<x)

Soit ¢ de |0; + oo ,ona:
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P<tLx = f) <0 £ )

> [f@d < [ < [fedi
= (x=2)f(x) £-G&®) < (x= x)f(x?)
= (x?— x)f(x?) £ G < (2= x)f (%)

- 2205 < GGy < xinx (1)

etpour x = 1 I'inégalité (1) est vérifiée

Donc: (Vx € J0; + oo[)ix_:_nf < G(&) < xlnx

b- Etudions la continuité de la fonction G 3 droite en 0:

Ona: limxlnx = 0 et lim>XD% = ¢
x =0t ;-.n»x+1

D'aprés les propriétés des limites et ordre ;on a: Ili_n(}‘G (x) = 0= G(0)
ainsi la fonction G est continue a droite en 0.

- Etudions la dérivabilité de G a droite en 0:

Ona:(vx € Jo; + oo[);gg—l < Inx et limlnx =— oo

D'apres les propriétés des limites et ordre ; ona :

im G0 = GO _ 11 60 __

x-0 X x - OF

Donc la fonction G n’est pas dérivable a droite en 0.

d- Calculons : l'!rp G (x):

: . G 2xlnx op iy 200 _ o 2
Ona:(vx € J0; + oof); Gx) = N T .rl!rpmx+ = Jim ——Fr.nx =+ oo

Dapres les propriétés des limites et ordre :  lir

X -

I‘{_G(x) =4 oo
3) a- Déterminons I'expression de G(x) en fonction de F(x”) et F(x).
Soit x un élément de I'intervalle |0; + | ;ona:

6= [Fwdr= [F0di~ [T@dt=F(x) - F)

Donc: (Vx € J0; + oof); G(x) = F(x?) — F(x)
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b- Etudions les variations de la fonction G :

La fonction f est continue sur I’ = J0; + oof ; ainsi f admet une fonction

primitive sur I’, donc : F est la primitive de la fonction f quis’annule en 1.
Conclusion : F est dérivablesur I’ etona:(vx € I); F'(x) = f(x)

La fonction: u:x — x” est dérivable sur /" ; d’ou (Fou)est dérivable sur [’
etona:(vx € 0; + oof); G’ () = (F(x?) — Fx))

2xF'(x2) — F'(x)

= 2xf(x?) — f(x)

_ 4xInx _ Inx

R T N v |

Sy Tl S e NI 1 ' &
== gr—x—D=—5"50x~1)

Pour x=1ona: G'(1)=2X1 f()—f(D=f1)=1

Le tableau de variations de (; est le suivant :

X 0 é P
G'(x) — 0 +
0 + 0

4) Le tracé de (C)

©
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brercice £1)

Partie 1:

1) Montrons que f est strictement croissante sur l'intervalle ]»%%

lafonction : u:f — - 1

— est continue E;-E[,donc [ estla

fonction

prlmltlve de u sur [ qui s'annule en 0 ; donc [ est dérivable sur

T.T S s .7
]'7.7 ,etona: fi(x)= Losx po::uurtcoutxde}-z,2

Puisque : cosx > 0 pour tout x de ]» ,alors f'(x) >0

202
pour tout x de ]— ---------

Par suite la fonction f est strictement croissante sur ]— 5575

Vx € ]-ﬂ;lzt. );f(x) it 1,1(1.1_&%)

COSX

1) a- Montrons que :

Soit x un élément de ]— ,ona: f(x) = f 'ﬁt_dt

Onpose: y = tan( ) d'oli: dy = %(1 + tan® (2))dt

ansi : dt = —dy

+ y
y=20
0 li=yr :
Ietona {1 Jc=>l ]etona cost = donc: —

Vi= 1an{2— 1+ y?
. , w(f 2 1+y? wslf) 2
Par conséquent: fl(? =+l; T:y—gxl — 2 —-[ l_yzdy
H_ZH Vol l 1
{0d =y (l—y)(l+y) y TT+y
fou: f(x) = f ( l+y)dy [inf1+y|=In|1—y ]un(
|
| 4y ([ ‘ l+l,an(—§)|
In( -—_*—‘ =In ———-—.
=yl | o
| | 1 —tan 5 l
j 2
| ! +t11n(g) COS(%)'F sin(%) ("OS 2 +sin 2) 1 +sinx
etona: —— - e N e
M S B (O i %
l—lan(f) cos(j)*am(-z") cos~(—2-)-sm (-2-)
‘étona: —joil;]x = sur l'intervalle ]—%; ‘%[
!
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Donc : (Vx e ]—%-g— );f(x) = 1n(_1 55 Sinx)

CoSx
b-Montrons que f est une fonction impaire.

Ona:VxE] 55 2[ —-x € 125%—[

etf(— x) + f(x) = 1n(1_—ﬂ) A (I_iﬂ)

cosx cos x
o 1 — sin’x) _ cos*x\ _ 4
- nft 52 < ()« = o

cest-a-dire : f(—x)=—f(x) d'oti f estune foncton impaire.
3) Montrons que [ est une bijection :

La fonction f est continue sur ]~ , car elle est dérivable sur ]~
(d’apres la question 1)), et strictement croissante sur I donc f

réalise une bijection de 5 2[ vers J = f(]— )
* Déterminons J :

Ona: Ilm(l + sinx) = 2 et lim(cosx) =

x‘--i- ,.._2;
d’ol : lim (l—w] =40
c.x\ COSX

et puisque : lim In (x) =+ o0, alors : hm b filxc) =

X~

2
<> -

onpose:t=—x;xﬂ—%dc=or—-%

ainsi;on a: hm Slx) = [nmf(— ) =— hmf(t) — o

x—-——- f—-— :—-——-

d'ou: J= ] lim f(x); lim f(x)| = o0+ oo =R

-5 =3

4) Vérifions que : (‘v’x € g%[) (f) =)

Soit x un élément de ]~ ;ona:

(P(f(x)) = _;,_(eﬁu’? +e ﬂr}) = %([ :‘Oi[;lx_ it i io:l.:.lx)
o ((1 + sinx) + cos? x)_ 1( 2(1 + sinx) )

(1 +sinx).cosx (1 +sinx).cosx

It 250
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Donc : (Vx S ]—-32512:- );q)(f(x)) =F:(x)

Partie 2 :

1) Montrons que g est une fonction impaire .

. e L FACIE

Soit x un élémentde R ,ona —x€R et g(— x) = fu ——q)(na't
onpose: {=—u,ona:dt=—du

L=—X Uu=x

=0 ~|u=0

TP S 1 = !________..1 !
d'oli: g(—=x) _./; e I‘!)( du)

=— fﬁd“ =—g(x) car ¢(—u) = ¢ (u) et @ une fonction paire
Donc : (Vx € R); g(—x) =— g(x) ainsi g est impaire .
2) a- Montrons que : (Vx € R); g(x) = 2Arctan(e’)—22r"
Soit x un élémentde R ,ona: g(x) =_[‘?—_E—e:dt= 2_.[,1_5;_‘”&
onpose: u=¢e ,ona: du=e'dt
{I =) {u =1
et =
l=x u=e*

, o s ey

ainsi : g(x) = 2_[ T2
= 2[Arc tan(u)]:' = Z(Arctan (e9) — %—) = 2Arctan(e®) — g

Donc: (vx € R); g(x) = 2Arc tan(e’)—-"':;.£
b- » Tableau de variations de g :
¢ Les limites :

Ona: lime*=+ oo et l_’{r_p Arctan(x) =

X ==+ o0

E

i3
2
. ACH 3 R e
donc : limg(x) = llrp(QArc tan(e”) —-:—2-) =N-y=%
Enposant: [=—x,0na: limg(x) = limg (- 1)
=— limg(®) =— % (car g est impaire).
* Lafonction g est dérivablesur R ; ona:(vxeR); g (x) = ﬁ
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Et puisque @ (x) >0 pour tout x de R ;alors g’'(x) > 0 pour tout x de R.

Le tableau de variations de g est le suivant :

Mol

*Le tracé :

iA (®)

c- Montrons que g est une bijection deR vers l—%,g

La fonction g est continue et strictement croissante sur R ; donc g admet
une bijection de R vers g(R) ,etona: g(R) = lLiFEg(x);Jiﬂg (x)[ = ]—%g[
3) a- Montrons que la fonction gof est dérivable sur ]—%, %

On a la fonction f est dérivable sur ]-

etona f(]—-— o )= IR ; et la fonction g est dérivable sur R

d’ou la fonction gof est dérivable sur I—%%
* Soit x un élément de —g— g[ ;ona:
(o) () = &' (F () S (&) = e f( o) £ ()

Et puisque : @(f(x)) = f'(x), alors : (gof) (x) =
Donc: (vx e R);(gof) (x) = 1

b- Déduction :

234 J Calcul intégral



Soit A la fonction numeérique de la variable x définie sur P%%l par :
h(x) = (gof )(x) — x
On a: La fonction A est dérivable sur Ui 2{ et h'(x) = 0 pour tout x
de ]—g, ZZCI , donc & est une fonction constante.
dot: 3ce R);(Vxe]——% L ) hix)=c
et puisque : 4(0)=0alors: ¢ =0,
Donc : (Vx (= ]—%% );h(x) = (), c'est-a-dire : (Vx e }%;%—D;(gqf)(x) =x
4) Soit x un élément de }%325’ et y un élémentde R ,ona:
e e
y~f0 ot T Y= 1)

et puisque g est une bijection de R vers }%%

alors: y=f@) = g = g(f®)

=80 =2x car: g(flx)) =x
Donc:yz‘/:costdtﬁx g(y)

ﬁx-—f (P(t)
(Exercice £}
Partie 1:

1) Montrons que : (Vx € [1; + oof) ; x = 1 + Inx
On considére la fonction y définie sur [1; + oo par: Y (x) = x — 1 — In(x)
La fonction y est dérivable sur [1; + oo etona:
Wxel+ o)) ; W=1-1=2=1
etona: y'(x) = 0 pour tout x de [1; + oo ; ainsi la fonction y est

croissante sur [1; + oo|, donc: (vx € [1; + oo]) ; W(x) = Wy (1)
et puisque : y(1) = O alors: (Vx € [I; + o) ; x = 1 + Inx
2) a-Variations de la fonction @

* Calculons lim ¢ (x)
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Puisque : !}:}1 (1+ Inx) =+ et xliff’ InX =+ o ; alors:

lj.l]‘l In(l + Inx) =+ cc.Etona: Iim%: 0 ; donc: l}rp_(p(x)z-i— co

* Déterminons @’

La fonction u:x — 1 + In(x) est dérivable sur [1; + oo

et u([1; + «[) c |0; + o et lafonction In est dérivable sur |0; + o ; ainsi
la fonction : x — In(1 + Inx) est dérivable sur [1; + o ;

Donc la fonction @ est dérivables sur [1; + oo| ; comme somme de deux

fonctions dérivable sur [1; + oof i

: : 1l =
etona: (vx e[l +wl) 5 ¢/ = Tingy - x’(x) = @) x?m
—x=(l+tind)(l=1nx) _x—1+n()
x°(1+Inx) x*(1+Inx)

Donc : @' (x) = 0 pour tout x de [1; + | ; ainsi la fonction @ est croissante
sur [1; + o .

Tableau de variations de @ est le suivant :

% |1 + o0
9w 0 + |
+00
" ///
0

b- Déduction:

La fonction @ est continue et strictement croissante sur [1; + o ; et
ona: @(1;+oo]) = [(p(l);}iql(p(x)[ =]0;+ o]

Donc: (Vx € [I; + oof) ; @) = 0

3) Montrons que : (Vx € [0; + o) ;x — % SIhnh(l+x) <x- xTz+ %‘

On considere la fonction « définie sur [0; + oo| par:

2
u(x)zln(1+x)—x+x7
La fonction u est dérivable sur [0; + oo
) . o e O | et
etona.(VxE[0.+oo[).u(x)—1+x L+x=17~
et puisque : x = 0 alors 0 < L =1

1+ x
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Donc: (Vx € [0; + ) ; 0 € W'(x) < x°

Soit x un élémentde [0; + o[ ;ona: Vi€ [0x]) ; 0 S W () £ 7

dou: 0 < f'u'(r)dz < f;”dt
Etona: fu(t}dr [u(r)]ﬁu(x)—u({))—u(x)et fra'z [ [ %1

)

donc:0 < ulx) < ‘%;cest—a—dlre:ﬂ SIn(l+x)—x+ "5 =

iy S K

Par suite : x 5 < In(l +x) <x 5+ 3
v ) 1
Conclusion : (Vx € [0; + oof) 5 x — 2 <In(l+x <x-— XT_;‘_,J%_

Partie 2 ;

W™,

wli"{

a

1) a- Soit x un élément de |i; + o ; on a la fonction In est strictement

croissante sur [0; + oof

dou:1+ Inx) <t <x=0<In(l+ Ink) < Inf < Inx

1 1 1
Tnx = Int = In(1 + In(x))

Donc : (we[l+ln(x)x], ln I_LSTE(_I_-!-I_h'l(_x_)j

' X 1 X X l
dod: T e ln(x)dt o= j;. ln(t) i f...mln(l + ln(:x:))dr

rest-3-dire : X=1 = Inx - x— 1~ Inx
c'est-a-dire : T flx) < I 15 G

: : o s 1 = lnx ln(JC)
Donc: (Vx € |I; + o) ; o S SwE —m

b-* Continuité de f adroiteen1

Soit x un élémentde Ji; + oof jona; £=1=Inx _x=1_

Inx Inx
Et puisque : l1m-li— 1:alors: limX=1— 1et: limX=1l=1Inx_
X — iRl 0T e Inx
donc.x—l—lnx=x—!—ln(x) Inx
“In(l + In(x) In(x) "In(l + In(x))
etona: limx*ll—_lnx- =0
PR nx
% Inx
Calculons : lll‘l"l——-—-—-—*]n{l D

Onpose: t=Inx ;donc:x - 1" &= - 0’
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o Inx 1
dou : lim e ,““S‘ln(l o Yol S Y e
[
i dn(l + 1) x—1~— Inx 1 — Inx
car: !ll‘n——-—-—t 1 donc : hrr;]——lnx ,h_nll—ln(l G ) 0

D’apres les inégalités précédentes et les propriétés des limites et ordre :
on endéduit que : lim f(x) = 0 = f(1); c'est-a-dire f estcontinue adroiteen!
x - 1*

* Calculons I_irp f(x)

Soi x unélémentde Ji; + oo ;ona: X=l=lnx_ _x __1 _,
Inx Inx Inx
; Inx _ (. 1 s, LR
Et puisque : Jim == = ,alors.‘ e =+00
etona: lim El? = 0(car: limInx =+ oo) d'oli: lim [In; Inx _ } &

Donc: (Vx € ]l; + o)) 5 flx) = x=1-Inx

Inx
lim (x o lnx)

X == 4 00

Inx Pl

Ainsi : lim f(x) =+ oo (daprés une propriété des limites et ordre)
f (x)

* Calculons : 1lim —==

X e 00

Soit x un élément de |Ji; + oo ;

X="1 == lax 1 s 1 _Inx 1
xIn(l + Inx)  In(l + Inx) xIn(1 + Inx) X In(1 + Inx)
= ___1___( i m’)_ Sroml @s
In(1 + Inx) X x.In(1 + Inx)

Et puisque : lim1 + Inx =+ oo et Nlim InX =+ o

ona:

o3 e e L
alors : limIn(1 + Inx) =+ oo ; d'oU: ‘l".r’aln(l + Inx)
Inx

) e I O - =
Etona: lim =% = 0 et Jm I + nw)
(. _ﬂ—
diod: lim - ln(l T =0
—l—Inx _(x—1} 1 _1
Deplusona: S—"="5 = ( ) ‘Tnx % 1

et puisque : lim In(x) =+ oo ;alors: lim h:x =0etona: lim= = 1
1

et limLl=0 dou: limX=1l=Inx_,
S EeX e xlnx

238 g Calcul intégral



(Vx € Jl; + o) ; X=1 = Inx < f&) o =] =inx

Donc : xInx = % T xin(l + Inx)
sox—1—1Inx . x—1—1Inx _
-‘Ilr*n““ X. ]nx _xi-. + o X, ln(l + [nx) 55 U

On en déduit que : tim === f( ) =0
2) a- Dérivabilité de f a droite en 1.
f(x) =i Sl

Soit x un élément de l'intervalle JI; + o ,ona: *~=——

e i
=1—inx . < Xx—1-Inx
et puisque : *— — Sfx) Y )
x—d-lnx . f&&) o x—1-Inx _
Cest-a-dire : (x—=DInx ~x—=1~" (x= DIn(I + Inx)
s Calculons : llm(’i; —lﬁﬁflxg—c\)

Onpose: h=x—1;o0onaalors:x - 1' & h - 0'

x—1—Inx _hA-In(l+ Ak _h-=In(l+h) h

d'ou : = DInx = kIn+h — k*  "n(+h
In(l+4) _ . 401
etona: llm W —=1:: d'ou: “mln(l+h)
et d’apres l'inégalité double de la 1ere partie 3);ona:
h?. 3 h]
h-2-= (e S h=2+ 2
dou: -2+ _p<-ma+msB
h 1 _h—-In(l+h) L
Donc : — 3+73 < . < 5
S N Ak o ger L0 h—In(l+h))_
et comme : h_rr"{(— 3+ -2-)‘”1:;{‘1‘2 =5 alors : h]ym( X 2
Donc: hm("- l:l{‘i‘): 1
(x— 1)Inx 2
$=1=1Inx .
» Calculons : l'm(_(?c_-:_ljfn(] 5 [nx))
Ona: - Sl lnx - X :._l.—..'.,hl'! _....._I_n;x._. ™
G—= DI+ Inx) ~ (- 1).Inx "In(1 + Inx)
AR i Drace x=1=Inx\_1
D'aprés ce qui précede : llm( G=Dinx ) =5

enposant: /=Inx ;ona:x — 1" e - 0*
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Mgl L Inx Y S e (In(1 + 7))

d'ou : xh_rr.l-(uln(l i lnx)) = !l_l_fgl‘(—ln(l i t))_ 1 car: }1_:1'1}(—-“—r )— 1
B x—1—Inx £

Dones ,“F.“((x —Din(l + no)) ~ 2

D’aprés une propriété des limites et l'ordre on a :

i L9=40) - im(f2) -

z=1° a1

Donc f est dérivable a droiteen 1 et fi(1) = %

b-  Montrons que f est dérivable sur I'intervalle |I; + oof

la fonction : y:¢ Tr.:.? est continue sur [l; + oof ; soit A une fonction

primitive y sur l'intervalle JI; + oo

P

I+ Inx

Ona:(vx € J;+ od); f@) = [HW],, = Hx) — H(1 + Inx)

Et puisque : la fonction u:x — 1 + Inx est dérivable sur Jl; + oof et
u(Jt; + o) € Ji; + oo| etlafonction H est dérivable sur Ji; + o ; doncla
fonction Hou est dérivable sur |i; + oo ; par conséquent f= H — Hou est

dérivable sur |I; + odf.
e Calculons f(x) pour tout x de Jl; + oof

Soit x un élémentde |I; + [;ona:

Fi0) = (H = How) (%)
= H'(x) — H'(ux).u'(x)

% JuJiEval | 1
=¥ wlue)s =t T o
_xln(l+hx)—lnx _ 9@

~ xIn(x).In(l + Inx) = In(x).In(1 + Inx)

3) * Tableau de variations de f :
Soit x un élémentde JI; + o[ ;ona: Inx > 0 et In(l1 +Inx) > 0
et ¢ (x) >0;d'ol: f(x)> 0 pourtout x de JI; + .

Donc le tableau de variations de f est:
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3) Courbe C;

*Ona: lim f(x) =+ oo et ,l,iIPJf(Tx)“ = 0 ; donc la courbe (4;) admet une

branche parabolique de direction I'axe (0x) au voisinage de + .

e Le tracé de la courbe de f:

()

. ©

(Exercice {318

1) Montrons que f est continue et dérivable sur R™

Ona(vie R™") e —1> 0, donc la fonction : g:t — In(e' — 1) est continue sur
R ; (composée de deux fonctions continues), ainsi la fonction ¢ admet
une fonction primitive F définie sur R™' , avec F est continue et dérivable
sur R™.

Soit x un élémentde R ,ona: f(x)= F(2x)— F(x)

On a la fonction x ~ 2x est continue et dérivable sur IR et

(vx € R):2x> 0 ; donc la fonction x — F(2x) est continue (et dérivable)

sur R™ ; composée de deux fonctions dérivables sur R™* ; donc f est
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continue et dérivable sur R™

2) a) Variations de g : la fonction g est dérivable sur R*- ;etona:
e#

(vxeR")g'(x) = 1

donc: (vxeR™); ¢'(x) > 0, ainsi la fonction g est strictement croissante

e:

sur R™.
b) Déduction :
Soit x un élémentde R™' ,ona 2x > x .

La fonction g est strictement croissante sur l'intervalle [x, 2x|; donc pour
tout f de[x,2xJona: X =1 = 2x =2¢g(x) = g() = g(2x)
> [(swa < [(god < [g@0d
= xg(x) < flx) < xg(2x)
= xln(e' — 1) < f(x) < xIn(e™ - 1)

c) Montrons que la fonction f* est continue a droite en 0

Soit x un élémentde 0, + oo ;ona: xIn(e* — 1) = (¢ = Dln(e" — 1).3,—.{——I
Enposant: X=¢"—1,0na: X - 0' < x — ('

d’ol : li_nJ'(e" = Pinle* —1) = \!i_rrngln(/‘O =0,

etona: lim=X1 =lim—7 = 1; donc: limxIn(e' = 1) = 0
z--0" - & L =0

X
d’autre part: JimxIn(¢® — 1) = lim4(2xIn(e* — 1))

= ,}[‘E},%(X*“(e" — )= olen posant X = 2x)
et puisque : (Vx € R™)xIn(e"— 1) <f(x) =xIn(e”—1)
et Iliﬂng_x In(e*— 1) = .‘I?_n}x In(e” — 1) = 0, alors d’aprés les propriétés , limites
et ordre, on en conclut que :
Ili_rrg_f(x) = 0 = f(0), donc f est continue a droite en 0.

d) Etudions la dérivabilité de f a droite en 0

Soit x un élément de R ,ona:In(e'— 1) < f—SQ < In(e*-1)
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Et puisque : lin‘}_(e' - 1= lin}(ez" —1)=0"et J(lirrg_ln X)=-—

alors : limln(e’*‘— PD== 00"
f(x) f(O) ."},-I%:

d’ol : lim

x = bt

I'ordre), Donc f n’est pas dérivable a droite en 0.

— oo ; (d'apres les propriétés des limites et

e Calculons llmf(x)

x—too

Soit x€ R ;ona:xln(e’—1) < f(x) et limxIn(e — 1) =+ o
D’aprés une propriété des limites et ordre ; ona: Iim fx) =

) < f(x)

et limln(e*— 1) =+

* Soit xe Rt ona: In(e’ — lim |
f( S

D’aprés une propriété des limites et ordre ; ona : lim ==

X =+ o

f()

* Interprétation géométrique ; ona: :l_irpmf(x) =+ et ,l.':erT =+ o,
donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction I'axe des
ordonnées au voisinage de + co.

3) a) Montrons I'égalité demandée :

Ona f estdérivablesur R ;etona: (VxeR") f&x)=F(2x)—F(x)

Dol : (vxeR™) ; () = 2F' (20~ F (x) = 2g(2x) — g ()
=2In(e*—1)—In(e*— 1) = In((e* — 1)?) — In(e"— 1)
= 1n(£‘i:—:-lli) =In((e"= D)(e" +1)*)
=In((e® = 1)(e*+2¢*+ 1)) =In(e*+e*— e — 1)

b) Variations de «

* limu (x) =+ oo(a vérifier)

e La fonction u est dérivable sur I'intervalle [0; + oof ,etona:

(Vx € [0; + oof); ' (¥) = 3e™ + 2¢* — ¢ = e'(3e* + 2¢" - 1)
= 3e'(e” + I)(e’ — %]
Et puisque x = Oalors:e* > 1,d'ol e > 3 par conséquent u'(x)>0 pour tout
x de [0; + oof

Donc, le tableau de variations de u est le suivant :
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c) Déduction:

La fonction u est continue et strictement croissante sur I'intervalle

[0; + oo , d’ol1 la fonction u réalise une bijection de [0; + oof vers :

u([0; + oof) = [- 15+ oo

Et puisque 0 € [— 1; + oo ; alors il existe un seul réel a de [0; + oo tel que

ula) = 0.

ona: u(ln(-g-)) <0 et u(ln({«)) >0,etu(@) =20

d'ols : u(]n(%)) <u(o) <u(ln(%))
et puisque la fonction i est strictement croissante sur R * alors :

ln(%) <o <ln(%)

etona: f'(a) = In(u(a) + 1) = In(1) = 0
d) Variations de f.
Ona:(vx € [0; + oo[);f‘(x)z In(ux) + 1)

Soit x un élément de I'intervalle [0; + oo ,0na:

(%) >0 & In(ulx)+ 1) >0
= ulx)+ 1>1
= ulx) >0
e=a x>0

et f'(x) <0 < In(ulx) + 1) <0
— ulx) <0
= 0 < x<0O

Donc le tableau de variations de f est le suivant :
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D'aprés la question 1)b);ona: (VxeR™")In(x) < 24/x—2

dou: (VxeR™");2 <2/x—In(x) donc: (Vx e R"') ; 2/x—In(x) # 0
-ainsi : D = [0; + oof

b) *Continuité de f a droiteenO:

Soit x un élément de [0, + o[ ona: lim(2/x — In(x)) =+ oo et lim/x = 0'

donc: ’liﬁ}'f(x) i _"_giln—(x—) = 0 = f(0)

= lim

X - 0'2/; —_
Par conséquent f est continue a droite en 0.
* Dérivablité de f a droiteen 0
Soit x un élément de 0, + | ;ona:

FACS AL S /x % 1 &) 1
x x(2/x — In(x)) 2x— /xln(x) 2x— 2/xIn(/x)

ona: xli_r%./i In(/x) = limXIn(X) = 0" (avec X = /%)

Dot : lim(2x — 2/xIn(/x)) = 0

Dautre part : 2x — 2/xIn(/x) = 2/x(/x — In(/x))

et puisque : /x — In(/x) > 0 (car: In(f) 1)

dors : lim(2x - 2/xIn(/x)) = 0* ; donc : lim /RSO _, o,

Par conséquent f est non dérivable a drmte en 0.

¢) * Calculons lim f(x):

: “t s L Jx Bl J/x & 1
Soit x€R™ ;ona: flx) = T /}(2_ ln(x)) = - zln(,/E)
/x e
Ftona: ,lupmln.(/{_) = lim m'“}((m 0 (avecX = /x);donc: lim f(x) = 5

*lafonction f est dérivable sur 0, + oo| ; comme rapport de deux fonctions

dérivables sur ]0, + o[ et on a pour tout x de [0, + o :

ﬁ;(Z/E_ In (x)) — /E(/—I;—— %)
(2/x - [n(x))2
e
= Tayx e 2 — In(x)
2/ - n@)  2/x(2/z - In(x))

fix)=
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D'autre part :

ona:

1 g | i) /x _2+In() _ Jx

[3+ 11n) (2f~ ln(x))_ q 2/x— In()
_4/x—-2In(x)+ 2/xIn(x) — (Inx)’ — 4/x

4(2./__~ In (x))

i In(@)(2/x — 2 — In(x))
- 4(2/x- n)

D'aprés la question 1) b)ona:2/x — 2 — In(x) = 0et2/x — In(x) >0

et on sait que : (Vx - [],+co[); In(x)=0

In(x)(2yx —2—In(x))
4(2vx —In(x))

Donc : (Vxe[l,+m{);§—f%-i-ﬁ_ T 8 ln(x)

dor : (Vxe[1.+00[);

; el Inx Jx 1 1
Conclusion : (vVx € [1; + s < |
e fln el ™3 a1

b) Calculons I = f in(x)dx (en utilisant une intégration par parties).
W) =1 r@=

v(x) = In(x) n vi(x) ==

Inx

-F-‘-l

On pose : {

les fonctions u et v sont dérivables sur [1;4] et ' ; V' sont continues sur

[1;4]
donc: 4= [ 'In(dx=[xin@] ~[x} = 4In(@)— 4+ 1=4In(4)-3
» Calculons £, = f 15 (x)dx par parties.

% Vg 25 ulx)=2/x
on pose : lu & /x #‘ i

i T s -

bonc : f_f '“(")dx [2/xm@] - 2f de

= [2/xn@] - 2[2/x]
= 4In(4) - 42~ 1)
= 4In(4) -
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c) Pour tout x de [I, + o] ona: 2+I£%) <f()<~+ lln(x)
X

donc : f—é— 7}/_
d’ou : |2 [ <ff(x)dx<12 [

ainsi : E* In(4) < f. f)dx < %+ In(4)

dx{ff( )dx<f( -‘liln(x)]dx

En posant .+ (A) l'aire demandée ;ona:

(2 + ln(4))ua < (A = ( + Il'l(4))

(Exercice {31}
1. a) Vérifions que f est une fonction paire.

Soit x un élémentde R ,ona:—xeR ;

£ Zili=et) gt it
k+l (") e =1+ xzf+l f()

et: f(—x) = (-x).2

ona: {(Vx ER;CMER  gone f est une fonction paire.

(vx e R): f=x) =f(x)
b) Montrons que : (Vx € R}); e+ 4xe* — 1> 0
Soit x un élémentde R, ;
La fonction exponentielle népérienne est strictement croissante sur R ;

donc: x>0 = 4x >0

= e">¢
cest-a-dire: ¢ —1> 0 etona xe™ >0 ;donc:e“+4xe”*—12>0
d’oli: (Vx € J0, + oof) ;€™ + dxe™ — 1>0
c) Tableau de variations de f :

2x
* Limites: ona: lime™ = 0 donc lim &—
em r--we™ + 1
etona: limx=— oco;donc: lim f(x) = !irpx.g;t; { =+ oo

Puisque f est paire ; alors : lim f(x) = limf(=#) = lim f(z) =t+o0

(enposant; t =—x ; x -+ e 1 »—o0)
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* Fonction dérivée :
la fonction f est dérivable sur R etona:

YL S g 4e”  _ e"+4xe”—1
(vxeR);f (x)*ezz+]+x-(ezf+1)"" (e*+1)°

et d’aprés la question b) on alors : (Vx € R}); £/ (x) >0

Donc la fonction f est strictement croissante sur R* , (car f est continue

en 0).

Et puisque f est une fonction paire, alors f est strictement décroissante sur

Ainsi, le tableau de variations de f est le suivant :
X — 0 + oo
£(x) - 0 - |
+ o0 + oc
5 \ / :

2.a) * Etude des branches infinies :

o SO LSRN S e e
Ona:lim= —Ud el g X

(Enposant X =¢€* ; x -+ @ < X — + )

Ftona: S A eh_lﬁ)
flx) — x x(ez,_'_ 1

1
-t 2
&+ 1/ & \l+e™
2r —
Et puisque ;1.‘5?’@2” =+ oo ;alors: xtqumgﬁ = 0 et ‘I}Tml 7 i‘” =—1

car: lime ™ = Oalors:xlqirp_f(x —x=0

x £

etona: lim f(x) =+ oo ; Donc la droite d’équation y = x est une asymptote

X — 4 o0

alacourbe (C;) au voisinage de + o

*Onpose f=—Xx0ONa: x - — o0 & [ —+ o
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donc: Il_i'mlf(x) +x= ‘ij_rllnf(* H—t= rl_i{nf(t) —t=0
etona: lir_nf{x) =+oo ; donc la droite d’équation y =— x est une asymptote
a (C,)au voisinage de — co.

* Position de (C;) et son asymptote oblique sur R" :

. PGy St e 0%
Ona:(vx € [0, + of); f(x) e e

Donc: (Vx € [0, + oof); fx) < x

c’est-a-dire la courbe (C;) est au dessous de son asymptote oblique sur R*.
etona:(vx € oo,0]); f(x) + x = -I%Z;;

Donc : (Vx S ]—oo,O]);f(x) <—x

Ainsi la courbe (C)) est au dessous de son asymptote oblique sur R .

L b

3. Soit x un élément de [0, + =|. montrons que : =& < X < £
2e e’ + 1 e+ |

2x 25
*Ona:—X X _ 2xet—xe"— x

& + 1 . RS e 1)
BT = A0
7 T e Ze“f(x)

Et puisque f est positive sur R (d‘aprés le tableau de variations)

alors(vx €[0, +od]); f)= 0 (1)

e X e — x

*etona: o =
“+1 e +1 &+ 1
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On considére la fonction u définie sur R par: u(x)=e¢*—x
la fonction u est dérivable sur R* etona:(vxeR);u'(x) =¢ —1
Et puisque u' (x) > 0 pour tout x de R ;alors (Vx € [0, + oof);u(x) = u(0)

cest-a-dire : (vx € [0, + oof);e* —x = 0 car u(0) =

Donc: £ =% > Qainsi: —X <€ (2
P | Pl | ez‘+l()

X

7, 5 . a / i X < X < e
Daprés (1) et (2) on déduit que : (Vx € [0, + o[); mhy Spteis af
4. a) Calculons v, et w, en fonction de n.

X

o Soit n un élémentde N ,ona: v, = : f =
[} e

Onpose: t=e¢" ,onaalors; dt = e*dx

l.r=0 {r:l
et =%
¥=n t=e
ainsi;ona:v = =
Ya nl+(e)2 f=1+r

= [Arctan ()] = Arctan(e) - &

Donc: (vn € N); v, = Arctan(e”) __%
*Soit n un élémentde N ,ona: w,= f Zel'dx

En utilisant une intégration par parties;ona:

) |
‘u(x) = _%_ i (1‘) = -f

V=™ ) == %e"‘

s | S It Ve e L Rl B S e 8
onadonc.w,,ﬁ{ gXe [4-4 e dx—[ Jxe ],+4[ e [,

1
8
Donc: (vrneN);w =_L(H+L)e w1

: N)iw,=—+{n+3 L
b) Montrons que : (Vn € N);w, <u, <v, <%

Soit n un élémentde N ;ona:
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R (R T |

D’apreés la question 3) : (vt € [0:!1}):*2—23; = -

Bl T8 R < frese
dou: [“olrdr < [t < [[ €

cest-a-direw, < u, < v, (1)

Etona: v, = Arctan(e") — ~— : donc : ’4I v, = 12r__ Arctan (")
Et puisque : (vxeR);— < Arctan(x) < ——

alors : %- — Arctan(e”) >0 donc:y, < %» (2)
D'aprés (1) et (2)ona: (vne N);w, <u <v, %
c) * Montrons que la suite («,) est croissante.
Soit n un élémentde N ,ona:
s = fc.me’*i el e

- [ FE e [Faes [ e
Et puisque : (Vx € [mn+ 1)); 55— = T 0

T
alors : f

Donc (vne N);u,‘ <u,, ;d'ou lasuite (u,) est croissante.

urli—' 2 urr

* La suite (u,) est croissante et majorée par % ; donc elle est convergente.

d) Soit n un élément de N" ; montrons que : %1— < lima, < -‘g

n—-tm

on a la fonction x — x — f(x) est continue et positive [0;2]; donc a, I'aire de
la partie du plan limitée par la courbe C, et les droites d’équations: y =x;

x=0etx=nest:

4= f “r — f)) dx =

ldx= 2u, (car f(x) <x
etona: (VnEN);w,,EunSvHS%

_.E ____-L —?!!_l ~2n _l_
d'oti: (vhneN);2w, <a <7 et2w,=— e A
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Donc: (vneN);— Ij(n 3 —12-)3"" h ;If <a

et puisque lim — %e"" = 0 et lim (———é—ne’ 1”) = lim L me>=0

N == oo R - n 1 1:4
alors lim 2w, = L ;donc: 4 < limag, < L
" =4 oo ) 4 4 : 4 u-ﬂ + oo o= 2
Exercice {73
Partie 1 :

1) * Tableau de variations de 4.

*Ona: lim —%_ = lim L= Oet lim ArctanX = %

fl‘l—--!:.l + x Izl X 2 lim Ar(‘ta[]x:_%

;
X-+=-x

Donc : lim fi(x) =— Z et limh(x) =%

La fonction & est dérivable sur R , et pour tout x de Ron a:

h»(r):l+x1—2x2* 1 =l—x2—1—x2= —2x2
- 1+ x%° 1 + x° (1 + x%’ (1+ x%)*

Ainsi : h'(x) < 0 pour tout x de R

Donc : le tableau de variations de /i est le suivant :

h(x) — 0 —
T -
h 2 \_

*Déduction :
ma:h(0)=0 e x=0 et: hx) >0 < x € |-o0;0|

h(x) <0 < x € p;+oo[

2) Le tracé :

Ona: limh(x) = —7-25 donc la courbe (C') admet une asymptote d’équation

y= % au voisinage de — co.

fet: lim h(x) =— % donc la courbe (C) admet une asymptote d’équation
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y = 7 auvoisinage de + co.

3)Soit S l'aire de .Ié partie du hlan limitée par la co.L_rrbe (C) .et les droites
d’équation: x=0; x=1lety=0

Ona:(vx € [0;1) ; h(x) <0

donc : AS"—"[—:‘I(:\‘)dx=_[l Arctan(x)dx—f lf—fdx

*Calculons : fArc tan (x) dx

u(x) = Arctan(x) L [u’(x) =

14+

on pose : {
VX)) =%

Vi(x) =

Donc : fArctan(x)dx [xArctan(x) f

+
Ainsi: S= [xArclan(x)L 5 % %—é—[ln(l+x‘)] j} %—ln(Z)
Donc: S = (T - In(2))cm
Partie 2 :
1) a- Montrons l'inégalité: (Vie R);,0<1— i _il_tz =i
Soit ¢ un élémentde R ona:l — —1 = l"'tz_, s 5
141 1+t Lt
d’ol : lwl—hbo(car f=20etl+>0)
Bl 1 r=1+1_ 1t
gt ]+1+r 1T 14 A
Donc: £ — 1+ —— > 0;dou: > 1~ —L (cars* = 0)
55 1+ ¢

Parsuite: (VteR);0<1- &g
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b) Déduction:

Sit x un élément de R"' , on a d’apreés la double inégalité précédente :

NG SR .<”(_1) %
(vre[0;x) ;0 =1 l_"_lz_rldonc.()_j;l 1+ﬁdr§fn“ﬁ

3 3
Doli: 0 < [r - Arctan(t)]: < ’%[ parsuite: 0 < x — Arctan(x) < £

3

Donc: (Vxe R') ; 0 <x—Arctan(x) < -’-g-

2)a - Continuité de g sur R.

lafonction Arctan est continue en tout point de R, et la fonction x ~ %
est continue en tout point de R* , donc g est continue en tout point de R".
Ona:limg () = im A7) _ (Arctany (0) = 1 = g(0)

Donc la fonction g est continue en 0. Par suite g est continue sur R.
0-Dérivabilité de g en O:

Soit x un élément de l'intervalle ]0; 4 co[ ,ona:

g(x)—g(0) l_( Arctan(x) l)_ Arctan(x) —x
b o X 5T «

3
Onad’apres la question précédente : 0 < x — Arctan(x) < %

danc:u% < M@_—_x <0

. -._1 g (x) — g(0)
foli: (Ve e i ol 2 = e n =

Puisque : Iir{:,(~ %—) = 0 donc: Iifr&_—g (x; = zé(O) =0
gx) — g(0) .
Rt O

Onpose:t=—x ,onaalors:x — 0" e — 0"

s Déterminons lim
x = 0"

etremarquons que g est paire on a alors:

ng(x)—g(()) — i g(=1)—g(0) =_“mg(r)-t-g(0) i

= 11m =
AT diad 0 t-0 t t-0?

0

Donc : “ﬂw = 0 ; ainsi la fonction g est dérivableenOetona:

2(0)=0
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c- Montrons que (Vx € [1;+ o) ; 0 < f gdt < T nx)

ona: (Vs € [l;x) ; 0 < Arctan(r) < L

(]}

d'oli: (V¢ € [L;x)] ; 0 <M_¥t£n_(£)_ =

ainsi: 0 < fﬁ&&{@@m glzlf ?ldr
! 1

Et puisque : fxla‘t = [ln(!)]xz In(x) alors : 0 < f*g(t)dt < 32—.1:1 ()

nl
20t

Donc: (Vx € [1; + oof) 5 0 < f gWdt < %.in(x)

Partie 3 :

1) Etudions de la parité de f

Soit x unélémentde R’ ,ona:—x € IR et f(— x) =— Hlffg(t)dt
L]

On pose:t=—u ,ona:dt=—du

=X u=2Xx
fl=x)=— %j;g (= w)(— du) = %fog (#)du = f(x) (car g est paire)
etona: g(—0)=g(0)=1;donc: (Vx € R); f(—x) = f(x)
c'est-a-dire f est une fonction paire.

2) a- Montrons que : (Vx € [0; + oo]) ; 0 < 1 = fx) < -’éi

Soit x un élément de [0; + o ;

ona:l—f@=1-5[ g(!)dr ( fg(:)dz)
(f 1di— ["g@dr)=5 [ (1 —g@)a

etona:( Sx-Arclan(x)S'—’g—
Cest-a-dire : 0 < l—ﬁff%(—"l < 3,5—2 dot:0 < 1 — gl < %
Et puisque la fonction ¢ — 1 — g(#) est continue sur [0;x]
) a : Ko 1 e
et (Vi € [0x) ; 0 < 1- () < Lalors: 0 Sf;(l g(0)dt an Lt
By el 22 N ol v s <X
etona: ; 3dr_3{3[_9x donc.(}_ﬁ(l e®)dt = 9

P L=k X
dou:0 < £ ("0 - g0yt < §
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Par conséquent : (Vx € [0; + oo) 5 0 < 1 — flx) < %2
b-Montrons que f est continue en 0.
a: (Vxejo;+oc[);os 1-f <&

=0

\o[,

e
d'oli : ‘]tL_n'}.l — f(x) = 0 ; c'est-a-dire : ‘li_‘n:]}‘f(x) —|

Etona: lim f(x) = limf(- 1) = lim 1) =l

(enposant: 1 =—x et sachant que f est une fonction paire).

Parsuite ;ona: Eifr,)f(x) = 1 = f(0) ; Donc la fonction f est continue en 0.
c- Dérivabilité de f en 0.

Soit x un élément de b o]

na:0 < 1-f(x) < - ;dou: M<O

9
Donc : (Vxe]();+co[):—%iw<0
lim0 = lim(~) = 0
Par suite : lmgﬂL;:—g(—o)- =0
cona i /=0 = i L —— i FOS0 o

(en posant : { =—x , et sachant que [ est paire).

Vi (x) j(O)

Donc : Iiﬂ = 0 ; ainsi la fonction f est dérivableenOetona :
f0)=0
3) Déterminons lim f(x) et lim f(x)

Soit x un élément de 'intervalle [1; + oo

ona: f(x) = -Lfg(r)dt + —I—-f:g’(t)d!

E-tpwsque =< j g([)df = = J!’I('{) alors: 0 < lf‘g (Ddt = %!nix)
1

Done: | (vx & [1;+ o) ; 0 < if"g(z)d: < I I
1

x
In(x) _
x

lim 0 = lim &

X =+ 0 \--.—12 U
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Par conséquent : Iim% [:g (Hdt = 0
x -tk Jy

| { 1
etona: lim L [g(0dr = [g@ai).lim 1+ = 0;donc: lim f() = 0

Etona: lim f(x) =0, (car f est une fonction paire)

4) a- Vérifions I'égalité proposée:

La fonction g est continue sur [0; + oo| et sur |- oo;0].

Donc la fonction x + jng (t)dt est dérivable sur les deux intervalles |-oo; 0] et
03 + o[-

Ansi la fonction f est dérivable en chaque point de R’ (comme

produit de deux fonctions dérivables) et pourtout x de R", ona:
F0x) = — %_fg(z}dz + g0

ST Arctan (x)

7 xl'.]u Al ¥

c'est-a-dire : x*f"(x) = Arctanx-—_[‘g(!}dr

Donc: (VxeR) ; x'f' (x)= Arctanx-—[:g(t}a'!

b- La fonction ¢ est définie sur R ;

Vérifions que (Vx € R"); x¢’ (x) = h(x) etona:
¢ (x) = Arctan(x) — _/:q(t)df ix#0

®(0) =0

La fonction @ est dérivable en tout point de R’ ;

1

etona:(vxeR); ¢'(x)= H_xg—g(x)
_ 1 Arctan(x) _
= l +x2 X = h(x)
c- Dressons le tableau de variations de f e |

Si x > Oalors h(x) < 0 ; donc @' (x) <0.

Donc la fonction @ est strictement décroissante sur [0; + o]
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Etona: lim@ (x) = limx’f'(x) = 0 = ¢ (0)
Donc : ( est continue en 0.
Ainsiona: (Vx € [0; + o) 5 @) <@ (0)
= (Vx € [0; + o) ; @(x) <0
Et puisque le signe de  f’(x) est celui @ (x) sur R ;
alors: (Vx € J0; + o) ; f'(x) <0
Si x < 0 alors A(x) > 0 ;dou: @'(x) <0
(car x < 0 et x@'(x) = h(x))
Donc la fonction @ est strictement décroissante sur |- oo; 0]
cest-a-dire : (Vx € }-o0;0]) ; @ (x) > (0)
Par conséquent : (Vx € |-o0;0)) ; f'(x) >0
Donc le tableau de variations de f est le suivant :

X i—oo 0 +°°.

KO t 8 B
|

B

5) La courbe (I") 1
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/ 1 .;_
“ Propriété 1 > |
Soit @unréelnonnul’équation y' = ay estappelée équation différentielleds

premier ordre, dont I'inconnue est une fonction y définie et dérivablesur &
Les solutions de I'équation différentielle: y* = ay sont les fonctions définies

sur R par:x — ke™ ; k € R (ou encore: y = ke™)

“ Propriété 2 ™
Soit a et b deux réels non nuls ;

Les solutions de I'équation différentielle: y' = ay + b sont les fonctions déf
b

nies sur R par: x — ke® — g ; k € R. On peut écrire y = ke* =%
< Propriété3 ™

Soit a et b deux réels tels que , @ non nul

’éguation différentielle y' = ay + b admet une unique solutions y quié

rifie y(x) = y» , oli x, et y, sont deux réels données.

b Equation du type: y!'+ay'+by=0

“ Propriété ™
L'équation du type: y" +ay’ +by = 0 (ol a et b sont deux réels est appe
Iée équation différentielle du second degré; I'inconnue est une fonction §
définie sur R et deux fois dérivables.
» Une solution de I'équation différentielle: y" +ay’ + by = 0 est toute fone|
tion f deux fois dérivables sur R , et vérifiant:

(VvxeR); f(x)+af'(x)+bf(x)=0
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LPour résoudre: y" +ay +by=10 J

(On écrit dans C son équation caractéristique: r* +ar+5b =0

E_On Ealcule le discrif;ninant: A J

— ,L : i
(si:A<0 ) (si: A=0 i'I:A>0J
e o R

: RS SRS SN S e R N IR O
’équation caractéristi- l'équation carac- 'équation carac-
que admet 2 solutions téristigue admet téristique admet
: ' I < ; |
complexes conjuguée: 1 :une seule solu- | |2 solutions réel- !
| | ! | :
ln=p+ig | ‘tion 7 | ![esr.etrz i
et n=n=p-ig [ k|
| } . =
: ¥ e L
|y = (@ cos(gx) + Bsin(gx))e™ ,(y =(ax+ B)e W | y=ae |
{ | |
| avec (a,8) € R Lavec (¢,8)eR® | |avec(aB)eR’ |
Solutions Equation
E{x;ﬂ)e R? X 0™+ Pe™ | y-aov=0
(Q;B)E R? x — Ocosmx + Psinwmx
" m! = 0
(M@)e R x =~ Acos(ax + 9) OV
(a; )ER“x»oL+Be"““ yray=20

Résoudre les équations différentielles suivantes:
D) ; e =

1) (cosB)y’ — 5(sinB)y = 0 ; ol et y(tanG) =3

2) 2y +In(9)y=1In3 et y(0)=1

3) y'+cosx=1+sinx et y(-%—) =— %

4 X’y =1—y ety(l)=— %
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Exercice &8
Résoudre les équations différentielles suivantes:

1) 2y"—3y’+y=0;avec: y(0)=—2et y(0)=0
2) y'—y +y=0;avec: y(0)=0et y(0)=1
3)3y" + 2/3y +y=0;avec: y(0)=—1et y(0)=1
4) /2y"+2y'=0

5) —2y"+3y=0

6) y'=

7) y'—e*+1=x—sinx

Exercice &3

wr

Résoudre chaque équation différentielle suivante, en discutant suivant le

paramétre réel m
(E):(m=1)y+my=m

(E):m(y +my)+3(y —=3y)+2=m
(E): Lmy" + (m+2)y + (m+ Dy=0

4
(E):(m—2)2y"+(m—1)m—2)y +y=0
| Exercice £33

On considére Iéquation différentielle (£,):y" —y = 4 cosx

1) Déterminer la solution générale de I'équation différentielle (Ey):y' —y =10
2) Déterminer deux réels a et b pour que la fonction g définie sur R par
g(x) = acosx+ bsinx , soit une solution de I'équation différentielle (E,)

3) Soit f une fonction dérivable sur R.

Montrer que f est solution de I'équation différentielle (%)) si et seulement si
f— g est solution de I'équation (E,)

4) En déduire les solutions de I'équation différentielle (£)

On considéré I'équation différentielle: (F)y +y=x+1

1) On pose: z = y—x ; écrire une équation différentielle (E,) vérifiée par z.
2) Résoudre les équations différentielles (E:) et (E))

3) Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E:) qui vérifie:

A0)=1
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Exercice £ 35

Le plan est rapporté a un repéere orthonormé (O;?;}).

On considére 'équation (E,):y" +2y +y=x*+2x—2

1) Déterminer une fonction polynéme du second degré (trindme) g qui vérifie
(E).

2) a- soit f une fonction deux fois dérivable sur R

Montrer que f est solution de I'’équation différentielle (E,) si et seulement si
(f— g) est une solution de I'équation (Eu):y"+2y +y=0

b) Résoudre I'équation différentielle (E,)

¢) Donner la solutions générale de I'équation ().

3) a) Déterminer la fonction ¢ solution de I'équation différentielle (E,) , tel
que la droite(O;f) est la tangente a la courbe de ¢ au point O.

b) Déterminer une fonction & solution de I'équation (E,) tel que: A(0)=0

1
etj;h(x)dxz%—%

Exercice 477
Tl

On considére I'équation différentielle suivante:
(E) y"+2y + 2y =3cosx—sinx
1)Vérifier que la fonction g définie sur R par: g(x)= cosx +sinx est une
solution de I’équation (E,).
2) Résoudre I'équation différentielle: (Fo):y"+2y +2y=10
3)Sont f une fonction deux fois dérivable sur R
Montrer f est une solution de (£,) si et seulementsi: f— g est solution de
(Ep).

4) a) Déterminer la fonction ¢ solution de (E,) tel que:
0(0) = 0 et <p(3T“) =0

b) Montrer que: (vx € R") ; |o(x)] <242

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O; i),

-2
| —e

On considere I’équation différentielle: (E): y' — 2y =

T3
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1) Résoudre I'équation différentielle (E;):y"— 2y = 0 ; puis déterminer la
solution de (E;) dont la courbe passe par le point A(0;1).

2) Soit f une fonction dérivable sur R et g la fonction définie sur R par:
Ax)=e"gx)

a) Calculer f'(x) en fonction de g'(x) et g(x) pourtout x de R
—2e*
l+e™

b) Montrer que [ est solution de (E;) si et seulement si g'(x) =
pour tout x de R.
c) Et déduire la solution générale de 'équation différentielle (£,).

E Y 9

On consideére I'équation différentielle:
(E):y +r’y=n(n—1)sin"*(x) ;ne N’
1) Déterminer en fonction de n les solutions de I'équation différentielle:
(E):y"+n’y=0
2) a) Soit u la fonction définie sur R par: u(x) = sin"(x)
Montrer que u est solution de I'équation ().
b) Soit f une fonction deux fois dérivable sur IR
Montrer que f est solution de (%) siseulementsi ( f— u) est solution de (£,).
3) Déterminer g solution de I'équation (E,) qui vérifie: g(0)=1 et g'(0)=-n

| Exercice £1)]
Soit S lensemble des fonctions f définies R , et vérifiant :
(Vx€R) 5 f@— [ - 0fdr=x (1)
1) On considére I'équation différentielle: (E):y"—y =0
a) Déterminons la fonction & solutions de 'équation différentielle (E) dont
la courbe passe par le point A(.In 2;%) , et admet en A une tangente de
5

coefficient directeur I

b) Soit x un élément de R, calculer en utilisant une intégration par parties

J= f}(e* — ¢)dt; puis, déduire que h € S. o
(4]

2) Soit f unélémentde S

a) Montrer que: (VxeR) ; f'(x)= l+_[:f(t)dr
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b) Montrer que f est solution de 'équation (F)
¢) Calculer f(0) et £'(0) puis déduire 'ensemble (5)

(Exercice &§1
Lobjectif de cet exercice et de montrer qu’il existe une seule fonction dérivable
sur R et vérifiant deux conditions:
f0)=—4 (1)
(Vx€R) ; f=x)Xf'(x)=1 (2)
1)On suppose qu’il existe une seule fonction f qui vérifie les deux conditions
(1)et(2)
on considére la fonction g définie sur R par g(x) = f{—x)/(x)
a) Montrer que la fonction f ne sannule pas sur R
b) Calculer g’(x) pourtout x de R

¢) On déduire I'expression de la fonction g

1
167

2) En déduire gu’il existe une seule fonction f qui vérifie les deux conditions

(1) et (2)

d) Montrer que f est une solution de I'équation différentielle y' =

Exercice £F)

Soit f une fonction numérique qui vérifie les deux conditions:
[ est continue deux fois dérivable sur intervalle 0; + oo, (1)
(Vx € 0+ oo ; f(x) = f(%) (2)
1) Montrer que: (Vx € [0; + o) 5 2" () + f(x) = 0
2) On consideére la fonction g définie sur R, par g(x) = f(e*)
a) Montrer que la fonction g est solution de I'équation différentielle:
(EYy"—y +y=0
b) Déterminer 'ensemble des solutions de 'équation différentielle (E)
3) Déterminer I'ensemble des fonctions définies sur I'intervalle [0; + oo| qui

vérifient les deux conditions (1) et (2).
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Exercice £

Résolvons chague équation différentielle, en considérant la condition initiale.
1) Soit 6 un élément de ]0; %[
On a: (E):cosBy — 5sinBy = 0 < y = (5tanB)y
Les solutions de I'équation différentielle (%) sont les fonctions définies sur
R par: x — k™% ;ou ke R
Soit f une solution de (E)), tel que: f(ﬁ] =il
On a: (Vx € R)if(x) = ke™™"*
Donc: j(td—;g) =l e ke =1
= k=¢"
Ainsi: (Vx € R);f(x) = & 1"
2)Ona:(E):2y + (In9)y = In3 < y=— In(3)y+ In/3
La solution générale de cette équation différentielle est les fonctions définies
sur R ; par: x — ke ™V 4+ % ol k € IR.
Soit f une solution de (E.) quivérifie: A0)=1

1

On a: (Vx € R):f(x) = ke %" +—‘2—. Donc: f(0)=1 e k=1

Ainsi: (Vx € R);f(x) = ‘12"8' {lnhe +_%

Et puisque . (Vx = R):g“flnl‘: — (eln{%}): — (_%_)

Alors, 'expression de f(x) peut s’écrire : (Vx € R);f(x) = -12—((%) + 1)
3)0Ona: (E):y + cosx =1+ sinx < y' = 1 + sinx — cosx

Et puisque Ila fonction x — x— cosx— sinxest une primitive
x — 1 + sinx — cosx Alors, les solutions de I'équation différentielle (£:) sont
les fonctions définies sur IR par: x — x — cosx — sinx + k avec k € R.

Soit f une solutions de (E:) vériﬁantj(— %) =L

6 7|
On a: (Vx € R);f(x) = x —cosx—sinx + k
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Dou: {_E)__ & 3 e
o ] 6.) 6 A R e A
4=>k='/§2_]

J3—1

Donc: (Vx € R);f(x) =x —cosx—sinx + 3
4) Résolvons I'équation (E,):x*y = 1 —
Soit x un élément de R

Ona: ¥y =1—-y = (1+2)y =1
fide
1 + x°
Et puisque la fonction: Arctan est une primitive de x 1 +l .3 alors les

=y

solutions de I'équation différentielle (E:) sont les fonctions définies sur R
par: x — Arctanx + k ol k € R.

+ Soit f une solution de l'équation différentielle, (E:) et qui vérifie
jm=-%
Ona: (Vx € R);f(x) = Arctanx + &

D'ou: f(1) =— % < Arctan(l) + k =— %
= k=-— E

. T
Ainsi: (Vx € R);f(x) = Arctanx — 5

1) Résolvons I'équation: (E,):2y" — 3y’ +y = 0 avec y(0) =—2 et y'(0)=0
Ona:2y" — 3y +y=0 < y" — %y'-i— ~é—yz 0

Son équation caractéristique est:

i %r - % = (), son discriminant est A = zliet ses solutions sont 1 et %

Donc: les solutions de I'équation différentielle (%) sont les fonctions
-~ 0e" + Per';avecaet P de R

Déterminons la solution g qui vérifie: g(0) =—2 et g'(0) =0

Ona: g(x) = oe' + Be'z'" etg'(x) = oe” + %[3@%‘

Ainsi: g(0)=—2 = a+P=-2
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Et g’(0)=0=a+%|3=0

On a: le systétme  |& + P=-2ontrouve o = 2etP=-4
a+%B=0

Donc: (Vx € R);g(x) = 2¢° — 4e**
2)Résolvons I'équation différentielle: (E.):y" —y" +y = 0; vérifiant y(0) = 0
et y'(0)=1

l’équation caractéristique de I'équation (E;,) est r* — r + 1 = (; son discriminant

] B e

A = — 3etsessolutions complexessont: , = = — iﬁ et n= >+ i*=-on prend

2 2 2
pzéetng

Donc: les solutions de I'équation différentielles (%) sont les fonctions définies
sur R par:

X (a cos(@x) +p sin(—‘/z—gx))e'%"; avec o et B deux réels.

Déterminons la solution g qui vérifie g(0)=0et g'(0)=1

0 cos (éx) + Bsin (@x))e%‘

Ona: gx) = 5

Donc:

gl = (-—@asin(@x) + L;’—ﬁ cos(f)]e'%‘ + (l&cos(ﬁx‘) + %ﬂsin(ﬁx))e%'

/3
2 2 2 2
Doi: |g@ =0 _ |%=0
lg'({)) o {'@
Ainsi: 0= 0 g _ 2
23 . (/3

Par conséquent: (Vx € R);g(x) = Tsin(Tx)e%‘
3) Résolvons I'équation: (E):3y" + 2/3y' + y= 0

Ona:3y" +2/3y +y=0 = y' + 2—3‘/-3y'+ %y: 0
L’équation caractéristique de cette équation différentielle est:
r+ 2—‘_@:— - % = 0 son discriminant A = 0 et sa solution est r = — %—g—

Donc les solutions de I'équation différentielle sont les fonctions définies par:
J‘:‘. S s
x — (0x+ P)e 5 ;0U o et B sontles réels.

e Déterminons la solution qui vérifie: g(0)=1et g'(0) =1
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Ona: (VxeR) ; g(x):(ax-rﬁ)e“{}‘

Ainsi: g = 010‘fj - ~‘/§3((Ix + ﬁ)e“'_'/xi/"
Donc: 2(0)=— 1 B=—1 B=-1
goy=1 " a“-‘/3-33=1=°{a="—3/§

3—4/3

Par conséquent: (VxeR);g(.x)=( T 1)37*

4) Résolvons I'équation:  (E):/2y" + 2y’ = 0
Ona: /2y ' + 2y =0 e ¥y + /2y =0
Méthode 1:
l'équation caractéristique de cette équation est r* + /2r = 0 ; et ses solutions
sont: i = 0 et , =— /2Ainsi les solutions de 'équation différentielle (£;) sont
les fonctions définies par: x ~ a + Be¥**;avec a et B de R
Méthode 2: On a: (E,) <= y" +v2y =0
= O +/2y) =0
=y +/2y=b ; beR

=y ==J/2y+b ; beR
Donc les solutions de I'équation différentielle (%) sont les fonctions définies sur

K par:
tes el %_2— (k;b) € R,
5)Résolvons 'équation différentielles: (Es): — 2y" + 3y = 0

Ona:—y"+3y=0 =oy'—%y= 0

Son équation caractéristique est: r* — —3— = (et ses solutions sont: r, = a‘/j_é—’ et
p=ni8

: 2

Donc les solutions de équation différentielle (Es) sont les fonctions définies sur

/o /o .
Rparix — oe 7"+ Pez *;avec: (a;P) e R?

6) Résolvons I'équation (Es):y" = 0

Méthode1: y" =0 o y" + 0y +0y=0

Son équation caractéristique est: r* = 0 , et sa solution est r = ()

Donc: les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies sur

R par:
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x — (0x + P)e™ cest adire x — ax + P avec (o;p) e R
Méthode 2:
Ona: Y =0=y=aaeR
=y=ax+b ; (a:b)eR’
Donc les solutions de l'équation (Fs) sont les fonctions définies sur R par:
x — ax + bou (a;b) € R* (fonctions affines)
7) Résolvons I'équation différentielle (E;):y" —e ™+ 1 = x —sinx
Onaiy’—¢*+1=x—sinx ey =—1+x+e" —sinx

=y =~x+%—e"+ cosx+bbeR

2

3
=y :—%-+%+e" +sinx +bx + ¢;(b;c) € R
Donc les solutions de I'équations différentielles sont les fonctions définies par:

X > — %x2+ éx’+ e —sinx+ bx + cavec(bc) e R*.

[Exercice &35
- Résolvons 'équation différentielle: (E:):(m — 1)y +my =
* Si m =1, alors: |'équation (£)) devient y = 1, donc la solution de I'équation
(E,) est la fonction constante définie par‘ x> 1
*Sim # lalors: (E )y ———1y+ = 1
Donc : les solutions de I'équation différentielle () sont les fonctions:
x — ke'w-1" + 1 définiessur R ol k est un paramétre réel.
o Résolvons 'équation différentielle (£ ):m(y' +my)+3(y' —3y)+2=m
Ona:(E) < (m+3)y' + (m* - 9y=m—2
¢ Si m =— 3 alors, I'équation (E,) devient Oy =— 5, ce qui est impossible
Donc : I'équation (), na pas de solutions
oSim#—3,alors: (Ey) yy=03~-m)y+ +§
Donc : les solutions de I'équation différentielle (£,) sont les fonctions définies
sur R:

par: x — ke’

= 2 — m
9 =i
- Résolvons I'équation dlfferenhelle (E): my +(m+2)y'+ (m+ 1)y=0

272 liquatlon différentielles



oSim=0alors: (E;) 2y +y=0e =—%'y

Donc les solutions sont les fonctions définies sur R par x — ke>*; k€ R

4dm+2) ., 4m+ 1) _
m Yok m y=49

Sim# 0;alors (F:) : y"+
I'équation caractéristique associée a (F;) est:

r+ 4(mm+ 2)r + 4(mm+ D = 0 (F);sondiscriminant est A = ——16(322+ 4)

Etudions le signe de A :
S i
| m | — o0 —~f13— 0 + oo i
0 + | + ]
oSim=— %, alors A = () et'équation caractéristique (F) admet » = 1 comme
solution
Donc, les solutions de (E;) sont les fonctions: x — (0x + B)e* ol a et B de R

*Sime ]—%; O[ U J0; 4+ oo alors, Féquation (F) admet deux solutions réelles

T _?-..) (3 £ 2 3.4
L= 2(l+m 42 m+m?‘ et;i__g(l +?n~.)ﬁ 2 m+;?
Donc les solutions de (F) sont les fonctions x — 0e™ + Pe™ ol o et B des
réels,
Sim e }—oc; - %{, alors I'équation caractéristique () admet deux solutions
complexes:

LS 0 B & 2 R
== 21+ 2) - 2i ]-3 - 4 et =- 2 4
Soit p= An) et g = Im(n)

Dong, les solutions de I'équation (£3) sont les fonctions définies sur R par:

X.ie

n lmz

acos(zx __% o i) i stn(jx = 3R i)]e- 2hi+ir avec a et P des R

-Résolvons I'équation différentielle:
(E)(m—2YVy"+(m—1)m—2)y +y=0

oSim=2 , alorsl'équation: (E.) devient: y =0

Donc: la solution de I'équation (E,) est la fonction nulle: x ~— 0.

oSim # 2, alors 'équation (E,) est équivaut a:
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m=1_. L
m—2" " (m—2)
Son équation caractéristique est: (F’): r*+

(m—3)m+ 1)
(m— 2)

Le signede A est comme suit:

¥y +

Ty = 0

m—1 1
+ == ()
M2 (maa)

Son discriminant est; A =

m — 00 =1 2 3 + o0

A + o~ — 6 <+

oSim € |oo; — 1[ U B; + oof ,alorsléquation (F’) admet deuxsolutions réelles

|l —m ./(m—3)(m+1)et L —m Jm—3)(m+ 1)

Im=2) =2 = ) el = 0|

Ainsi, les solutions de 'équation différentielle (£;) sont les fonctions

Ji=

x — oe™ + Pe™ ou o et B sont des réels

o Si m € {— 1;3}, alors I'équation caractéristique (F’) admet une seul solution

|l —m
2(m — 2)

Onam=-1= r=—-%etm= 3=r=-—1)

°Si m =— 1, alors: les solutions de I'équation différentielle ( E,) sont les fonctions

réelle r =

x — (Ox + B)e'ii",avec (a;B) € R*

o Si m =3, alors: les solutions de I'équation différentielle (%) sont les fonctions

définies sur R par: x — (ax + B)e ™ ;ou (o;pB) € R

o Sime |-1;3[ - {2}, alors Péquation (F’) admet deux solutions compless
conjuguées

A P JSEm+D)m+ D) g = m+3)m+ 1l
= 2 m=2) 20m — 21 = ) 2m =2l

Ainsi : les solutions de I'équation différentielle ( E;) sont les fonctions:

J=m+ 3)m + 1) ) : (/(-— m+30m+ D ||,
e o L Bsin STl x) el

avec a et P sontdeux réels.

X — |0 cos
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xercice /)

1) Déterminons les solutions de I'équation différentielle (%))

Ona: y —y=0e=y =y

Donc: les solutions de 'équation différentielle () sont les fonctions définies sur
Rpar:x — ke’ ;0u ke R

2) Déterminons a et b tels que g est solution de ()

Soit ¢ une fonction dérivable sur IR ; ona: (vVx € R);¢'(x) =—asinx + bhcosx
(g estsolutionde (E))) < (Vx € R);g’ (x) —g(x) = 4cosx

= (Vx € R);(b+ a)cosx+ (b — a)sinx = 4 cosx

sPour: x=0,ona: b+ta=4

oPour: x = g‘v,ona: b—a=10

Donc: a=b=2

Par suite: (Vx € R);g(x) = 2cosx + 2sinx

3)Soit f une fonction dérivable sur R

(f—g) est solutionde (E:)) = (f—g)'— (f—g) =0
=f-g~-f+g=0
=f-f=¢-8
— ' — f= 4cosx
< f est solution de(E,)

Donc: ((f—g) estsolutionde (E:)) < (f estsolutions de (E,))
4) Déterminons le solution générale de I'équation (E))
Soit f dérivable sur R
Ona:((f— g) estsolutionde (E.)) < (f estsolutionde (E,))
=f—g=ke ; keR
=f=gtke”; keR
Donc : la solution générale de I'équation différentielle (E,) est;
fix = 2cosx + 2sinx + ke ; ol k est un réel.
De fagon générale: (La solution générale de I'équation y' +ay=f(x)) = la
solution générale de I'équation y' +ay = 0)+ (une solution particuliere de

féquation: y' +ay = f(x) )
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Exercice £

1) Déterminons une équation différentielle vérifieé par z.
Ona:z=y—x ;donc y=z+x
Ona:y+y=ax+1le= 2+x)+G+x)=x+1
=zt l+z+x=0+1
=2+2=0
Donc z vérifie 'équation différentielle : (E.,):y' +y =0
2) Résolvons I'équation (E:)
Ona: y+y=0¢e y=—1y
Donc les solutions de (E,) sont les fonctions: x ~ ke *;ou k€ R
-Résolvons (E))
Ona: y+ty=xtlez =—z
—=z=ke* ; keR
=y—x=ke’ ; keR
=y=x+tke” ; keR
Dong, les solutions de I'équation différentielle ( E,) sont les fonctions définies sur
R parix — x+ ke ;0u k€ R
3) Déterminons la solution f
f est solution de 'équation (E;) donc: (3k € R);(Vx € R):f(x) =x+ke”
Et puisque: f(0)=1;alors k=1; dol (Vx€R);f(x) =x+e~

Exercice { -

1) Déterminons une fonction polynéme du second degré (trindme) qui vérifie
I'équation () :

Soit g un trinéme, donc :

B@;bic) e R XRXR) : (VxeR) ; gx)=ax’+bx+c

Soit x € R ;ona: g'(x)=2ax+b et g'(x) = 2a

On a:

g estsolutionde (E;) = (Vx€R) ; g"+2¢' +tg=x"+2x—2
= (Vx€R) ; 2a+2Qax+b)+ax’+bx+c=x"+2-1
= (VxeR) ; ax’+da+b)x+2a+2b+c=x"+2x~
[a=1
—=idatb=2
12a+2b+c=“2
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sc=0etb=—2et=a=1

Donc: g:x — x” — 2x est solutions de I'équation (E,).
2Ja) Soit f une fonction deux fois dérivable sur IR
Montrons que f est solution de () si et seulement si (f— g) est solution de
(E)
na:((f—g) estsolutionde (Fy) e (f— g)" + 2(f— g/ + (f— g) = 0

= f—g+2f -2 +f—-g=0

=f+2f'+f=¢g+28+¢g

S+ =X+ 22
ar g est solution de (£,))
nc f solution de (E,) si et seulementsi (f— g) est solutionde (£,).
biRésolvons 'équation différentielle (E,):y"+2y' +y =0
S équation caractéristiqueest: r*+2r+1=0
Mt 2r+1=0e (r+ 1)’=0

= r=—1
nc, les solutions de l'équation différentielle (%,) sont les fonctions
1= (0x + P)e ™ ol (o; P) € R
¢ Déduisons la solution générale de I'équation différentielle (£,).
%it f une fonction deux fois dérivable sur R
Ona: (f—g) et solutions de (E,) «= ( f estsolutionsde (E.))
= f-g=(x+ P)e*
= f=g+ (ax+ Ble™

Donc, la solution générale de (E\) est : fix — x'— 2x + (ax + P)e™ avec
{0;p) € R?
})Déterminons la fonctions @
-lafonction @ est solutionde (£,) , donc:
P eER) ; (VxeR) ; @) =x"—2x+(oax+P)e™
ladroite (0;7) est la tangente 2 la @ au point O ;donc: (0) = 0et @' (0) = 0
a0 =0 p=0
Bona: (Vx€R) ; @'(x) =2x—2+(aa—ox—P)e”
Donc: () =0 ¢=—-2+0a-PB=0
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Ona: (B=0 ;donc: B=Oeta=2
-2+0a-B=0

Ainsi: (VvxeR) ; @) =x"—2x+ 2xe”

b) Déterminons la fonctions A

h est solution de I'équation (E;)

Donc: F(@;P)eR) ; (vxeR) ; h(x) =x*—2x+(ax+P)e”
-Ona:h(0)=0 o B =0

-Et,ona: folh(x)dx = [%1 - le + ﬁ(ax + B)edx

1
Calculons lintégrale: 7= f (ox + P)e“dx ; en utilisant une intégration pir
i}

parties.

On pose: |u = ox + P ;donc: [u' =
[v'z e’ {v:—e'

Les deux fonctions u et v sont dérivable [0;1] et ' et ' sont

continues son [0;1] d’aprés la propriété de l'intégration par parties, on

f.:(“x + Bedx = [~ (ax + Pre] - f.,l‘ Ol "dx

=—(@+PBe'+ B - loe*]
t5 o+pP

b~
Donc:folh(x)dxz—%+ B - 2_a:_f’+ o
Et puisque: fn!h(x)dxz -:[,:_ %etﬁ: 0
A!ors:—%—~27a+a=%_%

Par conséquent: (Vx € R) ; h(x) =x"—2x+xe*

| Exercice &2
1) Vérifions que la fonction g est solution de I'équation différentielle ()
On a: La fonction g est deux fois dérivable sur R et (Vx € R) ;
g'(x) =—sinx + cosx et g'(x) =— cosx — sinx

g'(x)+ 2g'(x) + 2g(x) =— cosx — sinx — 2sinx + 2 cosx + 2sinx + 2 cosx = 3cosx — sinx
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Donc: la fonction g est solution de I'équation différentielle (%)
2) Résolvons I'équation différentielle (E;) : y"+ 2y +2y =0
Son I'équation caractéristique est r°+2r+2 =0
le discriminant de cette équation est: A =— 4 et ses solutionssont rn =— 1 + i
dn=1L50
Donc, les solutions de l'équation (E,) sont les fonctions définies sur
1~ (acosx + Bsinx)e ™ ; ou (a; ) € R
3)Montrons I'équation demandé soit f deux fois dérivable sur R ;
(f-g) estsolution E: s (f— g/ + 2(f— g/ + 2(f—g) =0

= f— g+~ 28+ 2—2=0

= [+ 2+ 2=¢"+ 2¢' + 2¢

= "+ 2f'+ 2f= 3cosx — sinx

« f estsolution de (E,)

donc: f est solution de () si et seulementsi f— g estsolutionde (E,).
i2) Déterminons la solution @
»Déterminons la solution générale de (E,).
Sit [ deux fois dérivable sur R
Daprés ce qui précéde: f est solutionde (/) « (f—g) est solution de (E,)
=f—g=(acosx+ Psinx)e” ; (o;p) € R
=f=g+(0cosx+ PBsinx)e” ; (o;p) € R
Donc la solution générale de I'équation (E;) sont les fonctions définies sur R par:
i~ cosx + sinx + (0tcosx + Psinx)e “ ol (o:p) € R*
+Déterminons la solution ¢ qui vérifie ¢ (0) = 0 et (p(%‘) =0
pestsolution de (E;) , donc:
Hlp) e RY) ; (vx e R) ; @(x) = cosx +sinx + (ctcosx + Bsinx)e™

Puisque: @0) =0 alors: (1 + o0 = 0

e e 0

lnsioo=— let p =— 1Donc: (Vx€R) ; @)= (cosx+sinx)(1—e”)
b Montrons que: (Vx € R") ; |@ )| < 242
Ina:(vxeR) ; @x) = (cosx +sinx)(1 —e™)
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Donc: (Vx € R) ; |@(x)|=lcosx+sinx|x|1 — ¢~

/2 /2

Et puisque: cosx + sinx = /E(Tcosx + Tsinx

- ﬁ(cos%cosx + singsinx)

4
- sl
= 2cos(x 4)
Alors: lcosx + sinx| = /ﬁ‘cos(x o %42)'

Et puisque  (Vx€R) ; |cos (x = %‘)‘ <1

(Vx€R) : lcosx +sinxl < /2 (1)
Si :x 2= 0,alors:—x < 0doue™ <1
Etona:ll —e*l <1+ ¢*,donc: (vxeR") ; 1 —¢?l<2 (2)

D’aprés (1) et (2), on en déduit que: (Vx € R") ; |o )| < 2/2

1) Résolvons I'équation différentielle (E,)
Ona:y' —2y=0 < y = 2y
Donc, les solutions de 'équation différentielle (E,) sont les fonctions définés su
par R: x — ke™ keR.
Soit ¢ une solution de () dont la courbe passe par le point A(0;1).
Ona: 3keR) ; (Vx€R) ; @(x) = ke*
Donc: A(0;1) € (C) < ¢(0) =1
= k=il
D'ou: (Vvx € R) ; 9(x) =¢*
2) a) Calculons f'(x)
Ona: (VxeR) ; flx) =e"g(x)
Lafonction f estdérivablesur R et lafonction x — ¢ *estdérivable sur R don
la fonction g est dérivable sur R (produit de deux fonctions dérivable sur |
Ona: (VxeR) ; f'(x)=2e"g(x) +e¥g (x)

b) ( f estsolutionde ())& f' — 2f = 1 ;3_2,
2x r LR A 2x . _2
= 2e”g(x) + "¢’ (x) — 2"g(x) = {15
= g’(x} = I__E'ee—hz‘\'
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oG )—}!J:
Donc: f est solution de () si et seulement si: (vx € R) : g'(x) = : _Ei),;

t)Déduisons la solution générale de I'équation différentielle (£))

Ona, d'aprés la question 2) b): f est solution de (E,) si est seulement
§vxeR) ; g )= 1“3‘;2,
_.2 -2

ona: (Vx€R) ; g () = : +i.; e gx)=Inll +e*l+k ; keR

Bpusque: (VxeR) ; fx)=e*g(x)

Nors: (VxeR) ; fix)=e*Inll +e*|+ke® keR

(onclusion: La solution générale de I'équation différentielle (E,) est les fonctions
définies sur R par:

1= In(l + e*) + ke ;aveckeR

1) Déterminons en fonction de #n les solutions de I'équation différentielle
(B)y +n*y=0
Sit n€ N* ; Féquation y” +n’y = 0 estdans laforme y* + @’y = 0ol ® = n.
Donc: les solutions de(Z;) sont les fonctions: x ~ @.cos(nx) + Bsin(nx) avec
(P e R?
2)a)Montrons que la fonction u est solution de ()
Ona:uw:x ~ sin"(x) ; la fonction u est deux fois dérivable sur K.
tpourtout x de R ; u'(x) = nsin"' (x)cosx
du'(x) = n(n— 1)sin" *(x).cos’x — nsin" ' (x)sinx
%ot x de R
i +n*u = n(n—1)sin" *(x)cos’x — nsin"(x) + nsin"(x)
= n(n—1)sin" *(x)(1 — sin*x) + (n* — 1)sin"(x)
= n(n—1)sin" *(x) —n(n—1)sin"(x)+ n(n—1)sin"(x)
=n(n—1)sin" *(x)
Donc u est solution de I'équation différentielle ()

tMontrons que f est solution de () si et seulement si (f—u) est solution
& (Ey).
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Soit f une fonction deux fois dérivable sur R; donc (f—u) est deux i
dérivable sur R

Ona: ((f—u) estsolution (E,)) = (/= W)’ + n’(f— u) = 0

= ff-u+nf-nu=0

— "+ n'f=u"+ n'u

(car u est solution de (£,))
&= "+ n’f= n(n— 1)sin"" *(x)

> f estsolutionde (£,)

Donc: f est solution de (E,) si et seulement si ( f— u) est solution de (E)
3) Déterminons la solution g
e Déterminons tout d’abord la solution générale de I'équation ()
Soit f* une fonction deux fois dérivable sur K.
On a: d’apreés ce qui précéde:
(f estsolution de (£))) < ( f— u est solution de (%)

e f—u=acos(nx)+ Psin(ax) ; (o:p) € R

e f=u+ocos(nx) + Psin(nx) ; (a;p) € R’

< f=sin"(x) + o cos(nx) + Bsin(nx) ; (o;p) € K’
Donc: la solution général de I'équation différentielle (%) sont les fonctions;
x = sin"(x) + ctcos(nx) + Psin(nx) ;ol (o;:P) € R
La fonction g est solution de (%,) ; donc:
G:PreR) ; (vkeR) ; glx) =sin"(x) + o cos(nx) + Bsin(nx)
D'ol: (Vx € R) ; g'(x) = nsin" ' (x)cosx — na sin(nx) + nf cos (nx)
Et puisque: [g(0) =1 ;alors: [ =1

{g’(o)z— n nB=—n

Ainsi: o= letP=-1

Donc: (vxe R) ; g(x)=sin"(x) + cos(nx) — sin(nx)

1)a) Détef?ninons la fonction &
Résolvons l'équation différentielle (E):y"—y =0
Son équation caractéristique est: * — 1 = 0, et les solutions sont 1 et —1
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Donc, les solutions de I'équation différentielle sont les fonctions définies sur
Bpar:x - o' + Be, ol (o; B) € R°.

lafonction / est solution de (£), donc:
Hup)eK) ; (Vx€R) ; h(x) =ae"+ Pe”

Ona:(vxeR) ; h'(x) =ae”—Be™

3

it puisque: A(ln 7.5 4} est un point de la courbe de %, donc: h(In2) =

3
4
doii: 20 + 5[5 =

ftonade plus: la tangente ala courbe de h admeten A; % comme coefficient

irecteur, donc: A’ (In2) = = ; ainsi 2a — 7 [3 ==
Ona: le systéme | 20 + 'Q"B = —3 d'ol: o = %et B=- "2-
a——B Z

Donc:(Vxe R) ; h(x) = je" ——ie"

o] Calculons par parties l'intégrale |

a: I= [1(e ~ e")dt

Posons:  [u =t ydonc: (o' = 1
I lv =é+e'

lesdeux fonctions u et v dérivablessur Ret u«' , v’ sont continues sur B

daprés la propriété de I'intégration par parties ; on a:

!zl[llr(c"— eYdt = [t + )] - Lie’ + e )dt

=xle' + e ’] e I

x

=xle'+e)—(e"— e
Donc:(vxeR) ; I=(x—1)e"+(x+1)e”
Déduisons que: h € S
Ma:(vx€ R) 5 h(x)=5e' e~
slafonction & est dérivable sur R

+ Soit x élément de IR ;
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On a:
h(x) — f"(.x_ OhDdt = h(x) — f};m)dH fn'}hu)m

=5 G xjr“%(e’ _eYdt+ %f{}(e’ _ eyt

= %fe’ — e = %x[e’ wiet Ly %1

=le-er-tier -+ ta- e+ tat ve
= %e‘ = %c’ = %xe‘ = %—xe et %xe‘ — -é—e’ + %xe + %c"
=X

Donc: (Vx € R) ; hx)— [ (x—nh(dt = x
Ainsi: la fonction A vérifie les deux conditions ; d'ou: h € S.
2) a) Montrons que: (Vx € R) ; f'(x) =1 +.[rf(t)df
Puisque f estun élémentde S ; alors: f est dérivable sur R
Etona: (Vx€R) ; [0~ [ &—nf0dr=x
Soit x unélémentde R ;ona:
fl) — x f., ore: f (f()dt = x
On pose: F(x) = j{:jf(t) dr et E(x) = j;.rff[t)dr
Les deux fonctions ; ¢ + f(1) et f sontcontinuessur R ;

Jh

Donc ; la fonction F est la primitive de f sur R , qui s'annule en O ; doi

(VxeR) ; Fi(x)=fx)

- La primitive de la fonction ¢ — f(¢) sur R ; quis'annule en0

Donc: (Vx € R) ; F)(x) = xf(x)

Et puisque: (Vx € R) ; f(x) —xF(x) + E(x)=x

Alors: (WVx € R) ; f'(x)— E(x) —xF;(x) + F,(x) = |

Dou:(VxeR) ; f'(x)—Ex) —xf(x) +xf(x) =1

Par conséquent: (Vx€R) : f/(x)= 1+ f " fdt

b) Montrons que f est une solution de I'équation différentielle (£)
Soit x un élémentde R

Ona: f'(x) = 1+ [fyd

D'ou: (Vx € R) ; f”(x)—f(x) = 0; par conséquent f est une solution de (E)
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¢) Calculons f(0) et £(0)

Puisque f est un élémentde S , alors:

(WER) ; f)— ["=Dfdi=x dou: f0)=0
-Onadaprés2)a); (VxeR) ; ff(x)=1+ _l J(dt donc: £(0)=1

¢ Déduisons 'ensemble S

-Soit f un élément de S ona d’aprés 2) b) f est solution de 'équation (E)
D'oli : d’apres la question 1)« (3(o;B) € R) ; (VxER) ; flx) =0e +Pe

Etpuisque: [ S(0) = 0 , alors: [a+ B = 0;dol: o = —,l)— etp=— —%
SO=1 s
Par suite: (Vx € R) ; f(x) =% .’—%e"

Dou: f= h
-Réciproquement la fonction /2 est un élément S (d’apres 1) b))
Conclusion:
Soit f une fonction définie sur R
e s (VX ER) ; flx)=e —xe”)
| |

Donc: 'ensemble S contient une seule fonction: x 3 e’ — -2—e'"

1)a) Mont_rons que la fonction f ne s’annule pas sur R

Onsuppose que f s‘annule sur R ; cestadire: 3x,c R) ; flx)=0

Onpose: xi =— X , donc: xXo=—x

Etpuisque f vérifie la condition (2); alors: f(—x)f'(x) =1

Cest a dire: f(xo)f'(—x0)=1; d'oll 1 =0 ce qui est absourde ; donc
(xek) ; flx)#0

b) Calculons g’(x) pour tout x de R

lafonction u:x — — x est dérivable sur R et la fonction f est dérivable sur
u(R)

[car elle est dérivable sur R et u(R) c R).

Donc, la fonction: v:x « f(— x) est dérivable sur R; (v = fou)

Par conséquent la fonction g est dérivable sur I, comme produit de deux
fonctions dérivables g = v X f
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-Soit x € R; ona: g'(x) =—f'(—x) X f(x) + f—x) X f'(x)

Et puisque: g'(x) == f"(—x) fx) +f—x).f (x)

Et puisque: fl—x)f(x)=1 et f ne sannule pas sur R , alors
fe =+t
D'olt: f'(— x) = ?(lx—) sainsi f(—x)f(x)=1

Remarque: On peut démonter ce résultats : autrement:

(VteR); f0Xf()=1; (VvxeR); fix)Xf' (—x)=1(en posant { =—1y)
Donc: g'(x)=—1+1= 0 par conséquent: (vxeR) ; g (x)=0

c) Déduison I'expression de la fonction g.

Ona:(vxeR); gx)=0,donc: GkeR) ; (vxeR) ; glx)=k

Et puisque: f(0)=—4; alors: g(0)=(—4) = 16;

donc: (vxeR) ; gx) =16

d) Montrons f est solution de I'équation différentielle y' = -~y :

Soit x un élémentde R

i et e Sl
Ona: fl—x)Xfx)=1;donc: f'(x) = f(=x)
1

Et puisque: fl—x)f(x) = g(x) = 16 ; alors D %gf(x]

D'ou: (Vx € R) ;' (x) = 15/()

Par conséquent f et solution de I'équation différentielle: y’' = ‘1‘1'6'}’

On a: les solutions de I'équation différentielle (E):y" = %y sont les
fonctions définies sur R par: x — ke, ol k € R. Et puisque [

est une solution de I'équation différentielle (£), d’aprés 1) d) alors:
FkeR) ; (VxeR) ; flx)= ke

On a: (vx e R) ; f(x) =— dei* €t f{0)=—4 donc k=—4 ainsi la fonction
Fx - — 4ete* vérifie les deux conditions (1) et (2)

Et toute fonction qui vérifie les deux conditions (1) et (2) est une solution de

I'équation (%) qui vérifie y(0) =—

Donc la fonction fix — — 4dew* est la seule fonction définie sur R qui vérifie
les deux contions (1) et (2)
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[Exercice 41

1) Montrons que: (Vx € [0; + o) 5 2" (x) + f(x) = 0
Soit x un élémentde [0; + oof

Ona: f'(x) = /'(%) , dloli: £7(x) =~ x—]z—f’(%)

Et puisque: j"(%) =f%) = f(x) ; alors f"(x) =— }lg.f(x)

X
Ainsi: (Vx € 05 + oof) 3 f () + f(x) = 0

2)a) Montrons que la fonction g est solution de I'équation (E)

Ona: (vx €R) ; glx)=f(e") ; donc g = foexp

-Lafonction g est deux fois dérivable sur R ; carla fonction exp est deux fois

dérivable sur R et f est dérivable sur exp(R) (car exp(R)c R).

-Soit x un élément de R

ma: g(¥)=ef(e) et gx)=ef(e)+ s (e)

gx)=gmtelx)=efi(e)+ e fi(e)—ef'(e)rle)
SEIElAe) e 2P =)
=—fle*) +fle")
=0
Ainsi: (Vvx e R) ; g"(x)—g'(x) +g(x) =0

Donc:

Par conséquent g est solution de 'équation différentielle: (E):y’—y +y=0
b) Déterminons I'ensemble des solutions de l'équation: (E)
léquation caractéristique de I'équation (£) est: r'—r+1=0

Son discriminant est: A =— 3 et ses solutions sont: 7 = [+—2‘é
1 —i/3

2
Donc les solutions de 'égquation différentielle (E) sont les fonctions définies
sur R par:
X v (a cos(L/zEx} + Psin (%—g’ux
3} Déterminons 'ensemble des fonctions qui vérifient (1) et (2)

Soit / une fonction (1) et (2)

Eti}:

e avec (o) € R*
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D’apres la question 2) a) la fonction g:x — f(¢") est une solution de I'équation
différentielle (E)

Donc: @(o;B) € R?) ;Vx e R; fle’) = (a cos (-—‘/sz)+ Bsin(l/z_i ))g‘ﬁ‘

On pose = e¢" ; donc x = Inf et el = /1

D'ol:(3(0;B) € R?) ; (Vi e ]0; + oo[) ) [ = (0‘. cos(g In r) +B sin(g lnt))ﬁ
Réciproguement, est ce que toute fonction de la forme

X - ((I cos(‘/_ lnx) Bsm( In x))/_ ol (o; B) € R vérifie les deux

conditions (1) et (2)

Soit « et P deux réels.

On pose: (Vx € R") ; flx) = (cc cos(% inx) + B sin (‘glnx))ﬁ

» La fonction f est continue et dérivable sur [0; + oo (a vérifier)

Soit x un élémentde [0; + oof ; ona:

= e i) b o Fine]| 5 + [weos Fins)  Bsin( Fine]
= LN 3ot Bsin( Y iny) + L(/3B + @)oos(%E ns]
etona: (1) aweos( (L)) + B (L) &
- (woos{Zins) - poin(Bina]|

Pour x=1;0na In1=0; cosO=1 etsin0=0
Donc:  f/(1) = f(1) = (/3B + o) =
1:»012\/3‘3
(‘/_ +/_[3005(‘/_]nx

|
Et:f(%) (flnx) [l?)sm(‘/_lnx)]

D'ol: (vx ]0; -+ oo[) s fi) =f(3c") ; ainsi, la fonction f vérifie les deux

Et dans ce cas: f'(x) = Inx

conditions (1) et (2) dans le cas ot & = /3
Et résumé: Les fonctions définies sur [0; + oo| et qui vérifient
les deux conditions (1) et (2) sont les fonctions définies par:

x — Bl/3cos(/3In/x) + sin(/3In/x)|/x ouBER..
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P Lois de composition interne

v
1) Définition et propriéteés

o

<« Définition: ™
Soit £ un ensemble non vide:
|

. Toute application définie de E X E vers E est appelée loi de composition
interne sur E.

2) Propriétés d’une loi de composition interne

Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne «

a) Commutativité:

On dit que la loi x est commutative si:

(V(Gy)EEY) ; x*y=y=x
b) Associativité:
On dit que la loi « est associative si:
(V(xy;2) EE’) ; x*(y*z)=(x2y)*z

& ¥t Element neutre:

On dit qu’un élément ¢ de E est un élément neutre de (E; =) si;
(VxEE); x*e=xetesx=x
Silaloi « admet un élément neutre dans E alors cet élément est unique.
d) Eléments symétrisables

On suppose que la loi + admet un élément neutre ¢ dans E.

On dit qu’un élément x est symétrisable dans (E; *) s'il existe un élément
 YdeE telque: x=x"=¢ et x' *x=¢
' estappelé le symétrique de x dans (E;*)

ZiPropriétés: ™

» Si la loi « est associative et si un élément de £ est symétrisable dans
(E;+) alors son symétrique est unique.
+Si x et y sont deux éléments symétrisables dans (E; +) alors x+y est
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symétrisable etona: (x*y)=y *x’

3) Elément régulier

< Définition:
On dit qu’un élément a de E est un élément régulier dans (E; =) si:

Slppet i r2s e
X*a=y*a=x=Yy

4) Partie stable

7/ Dfinition:
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne * et S une
partie de E;(SCE)
On dit que S est une partie stable de (E; =) si: (V(x;y) €5%) ; x*xy€S

On considére la loi de composition interne x définie sur 'ensemble 7 par:
V(y) €27 ; x*y=xy(x+y)

1) Montrer que la loi * est commutative

2)a) Calculer: 1+((—1)+2) et (1 +(—1))*2

b) La loi « est-elle associative?

3) Résoudre dans 'ensemble 7 , I'équation: x* 1 =0

Exercice £-)

On considére la loi de composition interne x définie sur R par:
V(a;b) e (R?) ; a*b=(Ja—/b)

1) a) Calculer (1*4)*9 et 1 5(4+9)

b) La loi « est-elle associative?

2) Montrer gue la loi x est commutative

3) Montrer que la loi x admet un élément neutre

4) Déterminer les éléments symétrisables dans (R'; #)
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On considére la loi de composition interne définie = sur R par:
V(xy)ER? ; xxy=xy—2(x-+y)+6

1) a) Montrer que la loi * est commutative et associative

b) Montrer que la loi « admet un élément neutre.

2) a) Déterminer les éléments symétrisables dans (IR; *)

b) On pose: E = ]2; + oo|

Montrer que F est une partie stable dans (IR; «)

4

On considére la loi de composition interne x définie sur R™" par:
. “y S AL
V(xy) €R™); x2y="775
1) Montrer que la loi  est associative
2) La loi « admet-elle un élément neutre ?

3) Déterminer les éléments réguliers dans (R™'; )

5

On considére sur lintervalle |—1;1] , laloi T définie par:

Viey) e (LI ; Iy =152

1) Montrer que 7' est une loi de composition interne dans |—1;1[

) Montrer que T est associative

3) Déterminer I'élément neutre e dans (J—1;1[;7")

4) Montrer que tout élément x de |-1;1[ admet un symétrique dans
(F1:16T)

[Exercice &3

it a € R™ et G = |-a;a|
_ xty
Onconsidere la loi 7' définie sur G par: V(x;y) € G* ; *¥1y = )
a

1) Montrer que 7" est une loi de composition interne dans G

))Montrer que T est commutative et associative
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3) Montrer que 7" admet un élément neutre.

4) Déterminer les éléments symétrisables dans (G;7")

Exercice &

On considére dans 'ensemble C la loi de composition interne = définie par:
V(zZ)eC? ;2% =2z +ilz+2)—(1 +i)

1) Montrer que la loi * est commutative et associative

2) Déterminer I'élément neutre ¢ de la loi

3) Déterminer les éléments symétrisables dans (C; *)

Exercice £

On considére dans IR la loi de composition interne 7' définie par:
V(gy) R ; xTy=axy+b(x+y)+c
ol a,b et ¢ sont des nombres réels tels que: ab # 0
1) Déterminer une relation liant les nombres réels a,b et ¢ pour que laloi
T soit associative
2) On suppose que la loi 7' est associative dans [R
a) Montrer que la loi 7 admet un élément neutre ¢ que I'on détermineraen
fonctionde a et b
b) Soit x un nombre réel.

Etudier I'existence de x’ le symétrique de x dans (R;T)

\

1) Montrons que la loi x est commutative

Soit x et y deux élémentsde Z , on a:
x*y=xy(x+y)=yx(y+x)=y=x (car 'addition et la multiplication sont
commutatives dans 7 )

Donc: (V(x;y) €Z?) ; xxy=y=x

D’ou: la loi x est commutative

2) a) Calculons 1 #((—=1)*2) et (1+(=1))=2
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Ona: | «((—1)%2)=1*((—=1)x2((—1)+2))
=1x(=2)=-2(1-2)=2
et(1+(=1)*2=>1X%(=1)X(1+(=1))*2
ol =0+2=0
b)« est-elle associative?
D'aprés la question précédente, ona: 1 «((—1)%2) #(1 *(—1))=2
cela signifie que la loi = n’est pas associative.
3) Résolvons dans I'ensemble Z I'équation: x+ 1 = 0
Soit x un élémentde Z ,ona: x+*1=0 e x(x+1)=0
sx=0 ou x=—1

Donc I'ensemble des solutions de I'‘équation est: S ={0;— 1}

1)a) Calculons (1+4)+9 et 1 x(4+9)
ona: (1+4)+«9=(/1 =/4)+*9=129=(/1-/9) =4
et1+(4+9)=1+(/4-y/9y=1x1=0
b) + est-elle associative?
D'aprés la question précédente ,ona: (1+4)*9 # 1+(4+9) , donc la loi %
n'est pas associative.
2) Montrons que la loi = est commutative.
Soit @ et b deux élémentsde R" , on a:
asb=(Ja—yb) =(/b—va)y =bxa (car VX € R; X* =(-X))
donc: V(a;b) € R ; a*b=b=q ;dou laloi x+ est commutative.
3) Montrons que la loi + admet un élément neutre.
On a la loi * est commutative dans R’ donc e est I'élément neutre dans
(K" *) siet seulementsi: (VxeR') ; x*e=x
Ona: (Vxe€R) ; x*e=xo(VxeR); (V/x—/e) =x
o(VxeR):e—2/x/e=0
o (vxeR');Ve(/e—2/x)=0
o ye =0 carla proposition: "(Vx € R"), Ve —24/x = 0" est fausse
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Donc: (VxeR') ; x*e=xwe¢=0 , dou 0 est I'élément neutre dans
(R*; %)
4) Déterminons les éléments symétrisables dans (R"; #)
Soit x et y deux éléments de R" , tels que y est le symétrique de x dans
(R': *) <’il existe,
ona: x*y=0e(/x—yyf=0

“ 1/; T ‘/;

eX=Yy

Donc tout élément de R" admet un symétrique qui est lui méme.

Exercice &€

1) a) » Montrons que la loi x est commutative

Soit x et y deux élémentsde R , ona:

xry=xy—2x+y)+6=yx—2(y+x)+6=y*x

(car I'addition et la multiplication sont commutatives dans R ).

Donc V(x;y) € R? ; x*y = y=x , dou la loi x est commutative.

* Montrons que la loi * est associative.

Soit x,y et z des éléments de R , on a:

(x*y)*z=(xy—2(x+y)+6)*z
=(xy—2(x+y)+6)z—2(xy—2(x+y)+6+2)+6
=xyz—2xz—2yz+6z—2xy+4x+4y—12—2z+6
=xyz—2xz—2yz— 2xyt+4x+4y+4z—6

D’autre part on a:

x*¥(y*z)=x*(yz—2(y+2)+6)
=x(yz—2(y+2)+6)—2(x+yz—2(y+2)+6)+6
=xyz—2xy—2xz+6x—2x—2yz+4y+4z—12+6
=xyz—2xy —2x7—2yzt4x+4y+4z—6

Donc: V(x:y2) R ; (x*y)*z=x*(y*z)
Dol la loi % est associative.

b) Montrons que la loi x admet un élément neutre.
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La loi * est commutative donc ¢ est I’élément neutre dans (IR; *)

siet seulement si: (VxER) ; x*e=x

Ona: (VxeR);x*e=xo(VxeR)xe—2(x+e)+6=x
es(VxeR)(e—3)x+6—2¢=0
s(vxeR)(e—3)(x—2)=0
ee=3o0u(VxeR)x—2=0

Puisque la proposition: "(Vx € R);x —2 = 0)" est fausse alors ¢ = 3
Donc 3 est I'élément neutre dans (IR; #)
2) a) Déterminons les éléments symétrisables dans (R. +)
Soit x un élément de R et x” son symétrique (s'il existe) dans (R; =) ,
ona: x*xx'=3exx'—2(x+x)+6=3
ox(x—2)=2x—3
Six#2alors: x*x' =3 o x’ =%?—C—__-23~
Puisque x est commutative alors x" *x =3 o x' = e
-Si x = 2 alors x’ nexiste pas.
Donc tout élément x de R —{2} admet un symétrique x’ dans (R; *)
qui est: —2;’—;_"-21
b) Montrons que la partie £ est stable dans (R: «)
Soit x et y deux élément S de |2; + | , on a:
(x*y)—2=xy—2(x+y)+4=xy—2x—2y+4
=x(y=2)=2(y=2)=(a=2)5—2)
O a: {x612;+oo[=°{x—2 >0
yeE2;+[ ly—-2>0

#{x—2)(y—2)>0

=>(xxy)—2>0

=x%y € |2;+ 00|

Donc: V(x;y) € E* ; x+y € E ,d’ou E est une partie stable de (R; +)
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[Exercice &%
1) Montrons que la loi * est associative
Soit x,y et z des élémentsde R™* ,on a:

Ve
g a3 xy_) M S e
(x*y)+z (x+y s Xy xytxz+yz
sy
x+y
AR
% ¥z )= Yl xyZ
etx*(y*z) x*(y+z vz ; vz ¥ xy +az
=
ytz

donc: (x*y)*xz=xx(y=*z)

d'ot V(x;y;2) € (R™) ; (x*xy)*z=x*(y*2)

Par suite la loi * est associative

2) Cherchons si la loi = admet un élément neutre e

Si la loi * admet un élément neutre ¢ dans (R'’; #) alors on doit avoir:
(Vxe R™") ; x*e=x (Remarquer que la loi * est commutative).

Ona: (VxeR"); x*e=xeo(VxeR"); ee-fx =x
e(vxeR"); ex=ex+x’
s(vxeRY);x=0
Puisque la derniére proposition est fausse, alors la loi * n"admet pas d’élément
neutre dans R™
3) Déterminons les éléments réguliers dans (R™; *)
Soit @ un élémentde R™*
On suppose que: (Vx;y € R™") ; a*x=a=y ,alorson a:

ax. 4y
atx = gty
o x(a+y)=yla+x) (car a # 0)

o ax = ay

a*x=a*ye

ex=y

Donc: V(x;y) €(R') ; asx=a*y=x=yetx*a=y+a=x=y (carl
loi « est commutative)
D’ol tout élément est régulier dans (R™; *)
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1) Montrons que 7" est une loi de composition interne dans |—1;1]
Soit x et y deux éléments de |—1;1[ , montrons que: xTy € |- 1;1]

: xRy Daxky=ay—1  xi—y)—d—y)
D2 (I = Iy LT Aty [ +xy
_ (=1 -y)
1 +xy
xTy x+y+xy+l_(x+l)()’+l)
et (ITy)*F | = l_-l-—xy + 1= Tcy— = —IT

puisque | x| < 1 et | y| < 1 alors |xy| < 1 cest adire: —1 < xy < 1
donc: [ +xy > 0

Ona:x—1<0etl—y>0donc(x—1)1—y)<0
(x=1D(1~-y)
1Eay
ona:x+1>0et y+1>0donc(x+1)y+1)>0

(x+1)(y+1)
| +xy

doli : < 0 cestadire: (x7Ty) < 1

dou: > 0 clest a dire: (x7y) > — 1
Donc: V(x;y) € (|- 1:1[) ; aTy € |-1:1] signifie que
T est une loi de composition interne dans |—1;1[

2) Montrons que la loi 7" est associative dans |—1. ]
Soit x,y et z de |—1.[ ,ona:

oL
i S _Ty+z _ Tl yr  xtyt+ztayz
(yTz) = 1+yz y+z  l+xy+xz+yz
| +x ?
1+_y
+y £
)Tz = R A l+xy _ xtytztayz
et (1Y) ST e T TR Bt s ey 8
R e
| +xy

Donc: x7(y7z) = (xTy)Tz d'oti: (V(x;y:2) € (I=1;1[)) (xTy)Tz = xT(yTz)
Par suite la loi 7' est associative dans (|—1;1[;7)

3) Déterminons e I'élément neutre dans (|—1:1[;7)

On remarque que 7' est commutative dans |—1:1] , donc e est I'élément
neutre dans (]—1;1[:7) si et seulement si: (Vx € |--1:1]) ; xTe =x
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Ona: (vxe|-1;1]) ; x'}"rz=x<:>(‘v'xe]—1;1[);-{%3{%=x
a(vxel-1;1]);x+e=x+xe
a(vxel-1:1D:(x*=1)e=0

e(Vxel-L1)x'—1=00ue=0

Puisque la proposition « (Vx € |- 1:1]) ; x*— 1 = 0 » est fausse

alors: (vxe |-1;1]) ; xTe=x e e=0

Donc 0 est I'élément neutre dans (|- 1;1[;7)

4) Montrons que tout élément de |—1;1[ admet un symétrique dans

(-1;1E7) s

Soit x et y deux élémentsde |—1;1[ ,ona: XTIy =0« T+ay 0
oxty=0
V=X

D’autre partona: —x7x =0

Donc tout élément x de |—1;1] admet un symétrique qui est —x

dans (]—-1;1[;7)
Exercice &3

1) Montrons que T est une loi de composition interne dans G :
On doit montrer que: (V(x;y) € G°) ; 2Ty € G

Soit x et y deux éléments de G , on a:

Xy - odlxty|

xTy = e
l+% a +xy
2
a’lx+y| _ (car a # 0)
xTyeG@’?z_!_xy € |-aal
Ei(ﬂ_)l
a’+xy
&la(x+y)| <|a’+xy|
x2y2
@az(x1+2xy+y1)<a2(a2+2xy+ = )
2.2
ax2+y2<az+xa¥

@(xz—az)—“ﬁg(x“—az) <0

e (F—a’)a*—y) <0
Puisque: x € |-a;a| et Y€ |—a;al alors: x> < a* et y’ < &’
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signifie que la proposition: (x> —a@*)(a@* — y*) < 0 est vraie

donc: V(x;y)€G* ; xTy€ G , d'oli T est une loi de composition interne

dans G
2) » Montrons la loi 7' est commutative.
Soit x et y deux élémentsde G ,ona:
e o N, X 4 B <l e
iy = = J = yTx (car I'addition et la multiplication

1 —= 1+y—f
[4] a

sont commutatives dans )

donc V(x;y) € G° ; Ty = yTx d'ou laloi 7' est commutative.
* Montrons que la loi 7" est associative

Soit x,y et z des élémentsde G , on a:

2
(xTy)?zz(%)rz:(“—aﬁ%;’))n
7
a(x+y)
= £12+xy Zmal(x+y+z)+xyz (1
o laty)z T dtoytxztyz )
a’+xy
Dautre part, on a:
= oadoybz o Hi@ys)
*xT(yTz) = «T) I—;E) —.XT(W)
=4
a’(y+z)
T gty @latyta)tayz
| xytz) T dtaytyzta &

a’+yz

De(1) et (2), on déduit que: (x7y)7z = xT(y7%)

Donc: V(x;y:2) € G ; (xTz) Tz = xT(yTz)

Dot la loi 7" est associative

3)Montrons que la loi 7' admet un élément neutre 2.

laloi 7 est commutative donc e est I'élément neutre dans (G;7’) si

etseulement si: (Vx € G) ; xTe=x
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x+te
ex

az

o (Vxel-adl); d(x+e)=x(a®+ex)
o (Vx e |-aal)e(a®>—x*) =0

Ona: (Vx€G); xTe=x & (Vx € |-a:a]); =X

se=()
Car la proposition « (Vx € |-a;al) ; @ — x> = 0 » est fausse
donc 0 est 'élément neutre dans (G;T)
4) Déterminons les éléments symétrisables dans (G;7)
Soit x un élément de G et x" son symétrique dans (G;T) ,
S :oal‘—tx’j?-:o
1+X%
a
ox+x' =0

ox =—x

Puisque 7' est commutative alors: xTx =0 & x’' =—x
Donc tout élément x de G admet —x comme symétrique par rapport ala
loi T

Exercice (-7

1) e Montrons gue la loi * est commutative
Soit z et z' deux nombres complexes , on a:
2x7 =72 +i(z+2)—(1+1i)
=gz ile k)= (1+i)
=7 *z
(car I'addition et la multiplication sont commutatives dans C)
Donc: V(z;z)e C? ; z+7 =7 +z ,d'oula loi * est commutative dans C
* Montrons que la loi* est associative
Soit z,z" et z" des nombres complexes, on a:
(z#2)*2" =(zz' +ilz+2)—(1+i)+2
=(z'tiletz) L)t tdz iz +z) - A+ D+2)— A+
=gz tilz ) U FDt iz —(z+ )+ =itz =1=i
=iz il sk g isAatety") =21 /(1)
D’autre part on a:

300 g Structures algébriques



28(7*7") =zo(7 +i(Z +2)—(1+1i))
=0 +ilZ +) -0 +i))+ilz+Z2 +i(Z +2) -1 +D))—(1+i)
=2+ ) (I izt gtz —2 — 2 =it1—i-1]
=727 +i(zz'+z" +72")—(z+ 7 +2")-2i (2)
De (1) et (2), on déduit que: (z+2')*z" = z*(z" =)
Donc: V(z2';2") € C* ; (222) 22" =2+(2' +2)
D'oli la loi * est associative dans C
2) Déterminons I'élément neutre ¢ dans (C; =)
la loi * est commutative , donc ¢ est I'élément neutre dans (C; #) si et
seulement si: (VzeC) ; z*¥e=z
Ona: (vzeC)zre=ze(VzeClze+ilz+e)—(1+i)=z
o(Vzel)leti—1)z+(ie—1—-i)=0
e, {e +i—1=0
ie—1—i=0
e=1—i
=] 2
e=1tioq;
i
Donc ¢ = 1 — i est I'élément neutre dans (C; *)
3) Déterminons les éléments symétrisables dans (C; «)
Sit z& C et z' son symétrique dans (C; )
Ona: z*2 =eezg +ilz+7)—(+i)=1-i
e Z(z+i)=—iz+2
Siz#—i alors: z*7' =ew 7 =—

e a1

Puisque * est commutative alors: z’ i

-Siz=—1i alors z' n’existe pas.

2y 3§ * o + 3 —i '-I'
Donc tout élément z de C—{—i} , admet un symétrique z’ qui est: _;z+i2
dans (C; )

bercice .. 7

1) Déterminons une relation entre a,b et ¢ pour que la loi 7 soit
- issociative,
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Laloi T' est associative dans R si et seulement si:
V(x;y:2) € R ; (xTy) Tz = xT(yTz)

Soit x,y et z des élémentsde R , on a:
(xTy) Tz = (axy + b(x +y) +¢)Tz

= alaxy +b(x+y)+c)z+blaxy+b(x+y)+c+z)+c

= a’xyz+ab(xy +xz+yz)+ b*(x+ y) + acz+bz+bc + ¢
et x7(yTz) = xT(ayz+ b(y +2)+¢)

= ax(ayz+ b(y+z)+c)+blx+ayz+bly+z)+c)+c
= a’xyz+ab(xy + xz +yz) + b*(y +z) + acx + bc + bx + ¢
Donc: (x7y)Tz = xT(yT%) & b*x + bz + acz = b*z+ bx + acx
b (x—2)—blx—z)—ac(x—2)=0
s —b—ac)x—2)=0

D’ol la loi 7' est associative dans R si et seulement si:

(V(xy2)eR) ; (B®—b—ac)x—2)=0
Cela signifie que: b*—b—ac =0
Ainsi 7" est associative dans R si et seulement si p>—p—ac =0
2) On suppose que: b* = b +ac
a) Montrons que la loi 7 admet un élément neutre dans R
La loi 7T est commutative dans R , donc I'élément neutre e s’il existe, il
vérifie (Vx € R) ; xTe = x
Ona: (VxeR); aTe=x & (Vx € R);axe+b(x+e)+c=x

o (VxeR)(ae+b—1)x+bet+tc=0
w{ae+b—-1 =i()

(ab# 0w a+0eth+0)

m
{m 2
o
5
2
SE
I
o>
+
8
S
g
>
_—
>
I
=\
o —
I

b=1
=
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Donc la loi 7" admet un élément neutre quiest: ¢ = ! ;b =—-g~
b) Déterminons les éléments symétrisables dans (IR;7")
Soit x un élément de IR et x’ son symétrique s’il existe dans (R;7) , ona:
xTx’ =—~g— o axx’ +b(x+x)+c =—-g-
& abxx’ +b*(x+x')+bc=—c
o x'(abx + b*) =—c—bc — b*x

o Si x?é‘—% alors x7x’ =-% oy =—CRETOX
oSi x =__2_ alors x n’a pas de symétrique dans (IR;7")

: ‘ b Mt e il
Donc tout élément x de R\{ gl admet un symétrique x” dans R qui est:

Lctbebiy
blax+ b)

OHomomorphisme |

Soit £ et F' deux ensembles munis respectivement des lois de composition
interne x et 7.

Ondit qu’une application f de E dans I’ est un homomorphisme de (F; *)
vers (F5T) si: (M(x;y) € E?) ; Ax=y)=fx)Tf(y)

Soit / un homomorphisme de (E; +) vers (#;7°)

» f(E) est une partie stable de (F;T) .

* Si + est commutative dans E , alors 7' est commutative dans f(E)
+Si x est associative dans £ , alors T’ est associative dans f(E)

*Si ¢ est 'élément de * dans E , alors f(¢) est I'élément neutre de 7" dans

(AE)T)

+Si x’ est le symétrique de x dans (E; #) , alors f{x") est le symétrique de

- flx) dans (AE)T)
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“ Remarque:
Si f est bijective et f est un homomorphisme de (E; =) vers (F;T) alors
f estappeléisomorphisme de (E; =) sur (F;T') etdanscecas; f transmet

toutes les propriétés de (E; *) a (F:T)

" Exercices d'application

Exercice £

Soit f un homomorphisme de (E; =) vers (F;T)

1) Soit B une partie stable dans (F;7")

Montrer que __);(B) est une partie stable dans (E; «)
2) Soit A une partie stable dans (F; =)

Montrer que f(A) est une partie stable dans (F;7")

Exercice £10)

Onpose: /=R’
On définit sur / la loi de compaosition interne 7 par:
(V(xy)€P); xTy=yx+y
1) Montrer que I'application: ¢:/ — [
x — X
est un isomorphisme de (/;7) dans (/; +)
2) En déduire les propriétés de 7" dans [

3) Calculer: @7aT...7a pour n e (N'—{1})

nfois

Exercice 41T

On définit dans R , la loi de composition interne = par:
(V(xy) eRY); xry=x/1+y +y/1+x°
On considére l'application: ¢:R — K

A x
e 2
2

1) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (R; +) dans (R; *)
2) En déduire les propriétés de la loi * dans [®
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On considre la loi de composition interne * définie par:

(V(x;y) € R?) ; x*y=x+y—xy etlapplication

[ définie de R vers R par: flx)=1—x

1) Montrer que si g est un isomorphisme de (£; =) vers (F;7T') alors g ' est
un isomorphisme de (F;7) vers (E; )

2) a) Montrer que f est un isomorphisme de (R'; *) vers (R’; X) puis en
déduire les propriétés de la loi * dans

[ai =a
b) Soit « € R , on pose : iag =am*a=axa

iy =ay*d  ; pourtout n € N’

En utilisant ’'homomorphisme f , déterminer a, en fonction de a et n

L | Solutions. i j

=1
1) Montrons que f(B) est une partie stable de (%, *)

Rappel:

+(vBe AF)); fB)CE

.y E_f](B) o flx)eB

Soit x; et x, deux éléments de fl'(B)
Montrons que: x; * X, 6}(3)

Ona: |x e?‘(B) o flu)eB

=1
%»€Ef(B)e f(x) EB
Puisque B est une partie stable de (F;7) alors: flx) T flx) € B

Puisque f est un homomorphisme de (E; #) dans (F;T)
dors: flx) T flx:) = fx * x2)

Donc: flxi *x:) € B d'ol: xi * x» e:f‘(B)

Par suite: (V(xt;xz) c (__;‘[(B))z) i 2 E}(B)

Cela signifie que }(B) est une partie stable de (£; =)

2) Montrons que f(A) est une partie stable de (F:7)
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Rappel:

e (VAe AE)); (A)CF
eyef(A)e(@xeA)fx)=y

Soit y et y, deux éléments de f(A)
Montrons que ; y7y: € f(A)

On a: {y‘ ef(A) » (3x € A)[f(x) =y
» EMA) & (I e A)f(x) =y

Donc: ywTy, = f(x)) T flx:) = fx#x) (car f est un homomorphisme de
(E;*) dans (F;T))

Puisque A est une partie stable de (F; *) alors: x, *x, € A

donc: f(x *x) € f(A) c'est-a-dire y Ty, € f(A)

d'oli: V(ysy:) € (fAA)) ; »T y. € f(A)

par suite, f{A) est une partie stable de (F;7T)

| Exercice &1

306

1) * Montrons que l'application ¢ est un homorphisme de (/;7°) dans (/; +)
Soit x et y deux élémentsde / ,ona:

o(xTy) = (Y +y) = (Vx*+y' ) =x*+y = ¢(x) + ¢(y)

Donc: V(x;y) € I ; o(xTy) = o(x) + ¢(y)

D’ou: ¢ est un homorphisme de (£;7’) dans (/; +)

* Montrons que ¢ est bijective de [ sur /

La fonction @:x — x° est continue et strictement monotone sur R™ , donc ¢
est bijective de R* sur ¢(R')=R'

d’oll ¢ est un isomorphisme de (/;7) dans (/;+)
2) Déduisons les propriétés de 7' dans [ ;

@ est un isomorphisme de (%;7) sur (f;+) , donc les propriétés de 7' dans

I se déduisent des propriétés de + dans /

On a * + est associative dans IR™ donc T est associative dans [
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¢ La loi + est commutative dans K' donc 7' est commutative dans /

e 0 est I"élément neutre dans (R';: +) donc ¢(0) =0 est I'élément neutre

dans (2:7)

3) Soit @ € [ calculons: aZaTa.....Ta ot n€ N —{1}

nfois

Ona: ala=ya' +a’ =ay2
et aluTa = (aTa)Ta = (ay2)Ta = J2& + & = ay/3

; : . s 1t
Montrons par récurrence que: (Va € N ¥\ {1 });a7al...Ta = ayn

nfois
 Initialisation : Pour n =2 , on a: ala = ay/?2
s Hérédité : Soit ne N'\ {1} ;
Supposons que: aldl'........ Ta = ayn et montrons que:

nfols

alal....Ta = a\/n +1
e ————

{n+ 1 Yois

Ona: dldl......Ta = (a?‘a?}....?h_)?‘a (D'aprés I’hypothése de récurrence)

(ot 1 Harin Aifoiy

=(ayn)Ta
T
=a/n+1

Donc la propriété est vraie pour n + 1

Conclusion: (Vn &€ N —{1 })::aTaT...Ta = ayn

nfiois
EEREY 11
1) Montrons que ¢ est un isomorphisme de (R: +) sur (R; *)
N Ler g 4
»Soit x et y deux élémentsde R ,ona: ¢(x+y)=¢ 28—

o) * @(y) = p(aW1 + (o) + Wi +le(x)}
=e—§_e; H_(e —2e )+€'5€ ‘/1__'_(9'-2*@ )

:.e ;e 1/4+ez,\f_2+€“1}'+£'__i._(:)_._‘-‘/4+el¥__2+e—2\'

Structures algébriques

307



= {g=etNete?) | (et PNt +er)
i 4 4
_ e.\'+‘\'+e,t—_\-'_ e_\‘ el e-.t—_s'+ e.r-—y+€y--.\r_ e.\-—_v_e—.\'--_\r
4
e.r+v —¢ i

==—>——=glxty)

Donc: (V(x;y) € RY) ; ¢(x+y)=¢(x)*¢(y) , dou ¢ estun
homomorphisme de (R; +) dans (RR; *)

* Montrons que ¢ est bijective

- La fonction ¢ est continue sur J@ car c’est la somme de deux fonctions
continues sur IR: x — -%" e et Rixw— -%—e"

- La fonction ¢ est dérivablesur R etona: (Vxe R) ; ¢'(x) = _e_"_-g_ei
donc: (Vx € R) ; ¢'(x) > 0 d'ou ¢ est strictement croissante sur R donc,
¢ est bijective de R sur ¢(IR) et puisque ¢(R) =R , alors ¢ est bijective
de R sur R.

Donc: ¢ est un isomorphisme de (IR, +) sur (R; *)

2) Déduisons les propriétés de * dans R

Ona: (R, +) estun groupe commutatif et ¢ est un isomorphisme de (R, +)
sur (IR; =) alors (R; *) est un groupe commutatif tel que:

* ¢(0) = 0 est I'élément neutre dans (R; +)

* —x est le symétrique de x dans (R +) , donc: @(—x)=—@(x) estle
symétrique de ¢(x) dans (R; *)

Exercice/

1) Montrons que si g est un isomorphisme de (£; #) sur (F;T)

alors g™ est un isomorphisme de (f:T) dans (E; x)

* g ' estbijectivede F sur E
¢ Soit y, et y, deux éléments de F , montrons que:

g nTy)=g"'(m)*g"'(m)
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Ona: [y: eFedaxe .E,g(XI) )
wEF o IxeElgln)=y

Donc: & ' (»7y:) = g™ (g(x)Tg(x2))

=g "' (g(x *x))
=Xi*Xa

=g'(m)*g"(»)

Dol: V(y,y:)E€F ; g'(nTy:)=g"'(m)*g™" (»)

Par suite ¢~' est un isomorphisme de (F;T") sur (E; =)

2)a) Montrons que f est un isomorphisme de (R *; =) sur (R*;X)
*Montrons que f est un homomorphisme

Soit x et y deux nombres réels, on a:
faxy)=flx+y—xy)=1-(x+y—xy)=xy—x—y+1

gona: flx)XAy)=(0—-x)1—y)=1—x—y+xy

donc: V(x;y) € R ; fla*y)=fAx)XAy)

Dol [ est un homomorphisme de (R'; *) dans (R *; )

*Montrons que [ est bijective

Méthode 1: On a f est continue sur R (fonction polynéme) et strictement
décroissante sur R donc f est une bijection de R sur R (car dans ce cas
ma: IR)=R)

Méthode 2: Soit y € R , existe t-il un unique x de R tel que flx)=y ?
a: flx)=ye l—x=y

ex=1—-y
Donc pour tout y de R, il existe un unique x de R tel que f(x)=y , dou
f est bijective.
-Déduisons les propriétés de * dans % :

Ona [ est un isomorphisme de (R; #) sur (R"; X) et d’aprés la question 1),

' ma [ est un isomorphisme de (R; X) sur (R: #) , donc les propriétés de
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la loi * dans R" sont déduites comme suit:

On a: » la loi X est associative dans R, donc * est associative dans R’

® Jaloi X est commutative dans R, donc * est commutative dans IR’

o 1 est I'élément neutre dans (R"; X) , donc f(1)= 0 est 'élément neutre

dans (R’; *) .

» Tout élément non nul admet un symétrique dans (R’; X)

donc tout élément différent de f(0) = 1 admet un symétrique dans (R'; *)

b) Déterminons a, en fonctionde a et n

Ona f' estunisomorphisme de (IR; X) sur (R; #)

donc: (3 € R)/f'(b) = a Cest-a-dire: b=1—a

Ona: ;m=a*a=f'(b)*f'(b)=F'(bXb)=F"(b?)

=1-b"=1—(1—a)

Montrons par récurrence que: (vneN') ; a.=1—-(1—a)'

e Initialisation: Pour n=1,ona: e =aet1—(1—a) =a

donca=1—(1—a)

e Hérédité: Soit n € N*. Supposons que: @, = 1 —(1 —a)' et montrons que;

i =1—-(1—a)"

Ona: g =a.*a=(1—-(1—a))*a
=1=(l—af+a=all={U=a))
=1-(0—a)+a(l —a)
=1-(1-ay(l-a)=1-(1-a)"

Donc la propriété est vraie pour n+ |

e Conclusion: (vneN") ; a,=1—-(1 —a)

@ Groupes - Anneaux - Corps :

\

Soit G un ensemble muni d’'une loi de composition interne * et A une
partie non vide de G
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1) Groupe:

< Définition: ™
On dit que (G; *) est un groupe si:
-La loi * est associative

-La loi * admet un élément neutre
-Tout élément de G est symétrisable dans (G; *)

Si de plus, la loi * est commutative , on dit que le groupe (G;=) est

commutatif.

< Remarque: ™

Groupes usuels
(Z:4) ; (Q:;+) ; (R; +) ; (C;+) sont des groupes commutatifs
-(R% %) ; (R %) ; (C'; %) sont des groupes commutatifs

(4(R):+) ; (A(R);+); (AR;R); +) sont des groupes commutatifs.

2) Sous-groupe
< Définition: ™

Soit (G; ) un groupe et H une partie stable de (G; *)

Ondit que / est un sous-groupe de (G; #) si (H; =) est un groupe.

< propriété caractéristique: ™

Soit G un groupe et H une partie de G

- H est un sous-groupe de (G; =) si et seulement si:

s
Y(x;y)EH ;xxy € H

oll y est le symétrique de y dans (G; *)
ouencore: - // est un sous-groupe de (G; =)si et seulement si:

['H#Qs
{V(xy)EH ;x+yEH
(VxeH)x' e

ol ¥’ est le symétrique de x dans (G; )
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«*Image d/un/groupe par un isomorphismes ™

Si f est un isomomorphisme de (G;*) dans (F;T) etsi (G;#) estun

groupe alors (F ;T') est un groupe.

B) Anneau - Corps
1) Distributivité:

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne x et 7'.
On dit que la loi T est distributive par rapport a la loi * si:

(V(xy:z2) €A ; {(x *y)Tz = (xTz) *(yT7z)
ZT(x x y) = (2Tx) = (2Ty)

2) Anneau

SE=rnmr

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne * et T’

On dit que (A; #;7) est un anneau si:

- (A; *) est un groupe commutaitf

-Laloi T est associative

- Laloi T est distributive par rapport a la loi *

- Si de plus, la loi 7 est commutative, on dit que I'anneau (A; =;7T) est
commutatif

-Side plus, laloi T admet un élément neutre, on dit que 'anneau (A; =;T)
est unitaire.

Soit (A; #:7') un anneau et O, est I'élément neutre de (A; *)

On note par x’ le symétrique d’un élément x de A dans (A; =)
Ona:- (Vac€A); al0,=0, et 0,Ta= 0,

-Y(a:b) € A* : aTh' = d'Th = (aTh)

-v(a;:b)e A* ; aTd =alb

Définition :

Soit (A; =;T) un anneau et soit 0, I"élément neutre de (A; *)
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Ondit qu’un élément a de A —{0.} est un diviseur de zéro dans I'anneau
(A;%:T) si: (@b e A—{0.}) ; aTb= 0, et bTa=0,.
élément b est aussi appelé un diviseur de zéro dans I'anneau (A; #;7T)
AeauEEE ™
Définition :
On dit que I'anneau (A; *;T') est intégre s'il n"admet pas de diviseurs de zéro.
Autrement dit : (A; *;7) est intégre si :
(V(a:b)e A?) ; aTb=0,=a=0,0u b=0,

< Anneauxustels ™

3 (i; +:X%); (Q; +; X) ; (C; +; X) sont des anneaux commutatifs , unitaires
etintégres.

- (4(R);+;%) ; (A(R);+;X) sont des anneaux unitaires, non
commutatifs et non intégres.

3) Corps:

Soit K un ensemble non vide muni de deux lois de composition interne =
et T

On dlt que (K *; T) est un corps si :
- (K ;#;T) est un anneau unitaire
- Tout élément de K —{0,} est symétrisable dans (K;7)

On dlt que (K T) est un corps si :

- (K ;#) est un groupe commutatif
- (K={0,};T) estun groupe
- Laloi 7 est distributive par rapport a la loi *

Side plus, la loi 7" est commutative alors le corps (K ;#; 7') est commutatif .
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<" Propriété
Tout corps est un anneau integre

" Exercices d’application
[Exercice S5

On considére les deux ensembles: A ={2" X 3"/(n;m) € Z*}
et B={2¥x3"/(p;q) € 2’}
1) Montrer que (A; X) est un groupe.

2) Montrer que B est un sous-groupe de (A; X)

Exercice £1/5

AR s EEap }
On considére I'ensemble: E = {T+ 2q I(pigq) €Z

Montrer que (E; X) est un sous-groupe du groupe (Q"; X)

Exercice £ la

On consideére la loi de composition interne * définie sur IR par:
V(igb)eR* ; axb=a+b+ab

1) a) Montrer que la loi * est commutative et associative dans R

b) Montrer que la loi * admet un élément neutre dans R

c) (IR; ) est-il un groupe ?

2) Soit a € R , on pose: @, = a et a,.; = a,*a pour tout n de N’

a) Calculer a; et a;

b) Calculer a. en fonction de »

[ Exercice £1

On considére la loi de composition interne 7 définie sur R par:

V(x;y) € R ; xTy =x+y+mxy

oU m est un nombre réel non nul.

1) Montrer que la loi 7' est commutative et associative

2)Onpose: G=R— {—;%}

a) Montrer que G est une partie stable de (IR;7")
b) Montrer que (G;T') est un groupe commutatif.
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brercice &)

Onpose : /= ]0; +oo|

1)Montrer que: Y(x;y) € ; e —e*—e’+2 > |

2) On définit sur / la loi de composition interne 7' par:

Vixy)e P ; xTy =In(e*"”—e*—e¢’+2) et l'application f définie de I
vers / par: flx)=In(x+1)

a)Montrer que f est un isomorphisme de (/; X) dans (%;7)

b En déduire la structure de (1;T)

Brercice &%

Sit (G; #) un groupe d’élément neutre e.

Onpose: a"=ce et (VneN*); a"=a*a*..*a

n fois

a(vneZ *); a'=a'*a's..xa’'

Onpose: H={a"In€ 7}
{)Montrer que H est un sous-groupe de (G; *)

))Montrer que /{ est le plus petit sous-groupe du groupe (G; +) qui
contient ¢

Eercice 4L

On définit sur 'ensemble G = R" X R , la loi de composition interne # par:
Wxy)€G ; V(xy) EG ; (xy)*(x5y) = (xx':xy' +%)
|)Monter que (G; #) est un groupe non commutatif.

)| Déterminer I'ensemble C définie par:

(={(x:y) € GIV(a;b) € Gi(x;) * (a;b) = (a;b) * (x;)}

YMontrer que: R* X {0} ; {1} XR et Q"X (Q sont des sous-groupes du
goupe (G: *)

1)On considére 'ensemble: H = {(x;k(x = l;)) Ix € R'} telque ke R

Sontrer que (H; #) est un sous-groupe commutatif du groupe (G; *)

bercice 11
Wit £ 'ensemble défini par: £ = {M(x) = ( & U)!'x € Jo; + 00[}
xinx x

Dnconsidére I'application ¢ définie par:

Structures algébriques E 315

T
L=



@: ]0; + oo — E
x — M(x)
1) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (]0; + oc[; X) vers (E; X)
2) En déduire la structure de (E; X)

3) Déterminer (M(x))™" et (M(x)) telsque xe R et ne N’

Exercice £1

a

20
On considere I'ensemble: E = {Mﬂ = (02“ 2‘.)361 = Z}

1) Montrer que (E:X) est un groupe commutatif isomorphe au groupe
(Z;+)

2) Montrer que: (Vp € Z) ; (M. =M,

3) Soit F I'ensemble défini par F.., = {(M.) X(M,)'/(p:q) € Z*} tel que:
(a;b) € 2

a) Montrer que F.., est un sous-groupe de (F; X)

b) Soit ¢ € Z , montrer que: a A b|c & M. € Fy

c) Endéduire que: aAb =1 F.n)=E

Exercice &7 2

| =R

1
Soit A I'ensemble défini par: A =,:M(x)= 01 0Olxe RI»
| =1
*=0
1) Montrer que A est une partie stable de (M:(R); X)
2) On considére I'application f définie par: FR—A
x — M(x)
a) Montrer que f est un isomorphisme de (R; +) vers (A; X)
b) En déduire la structure de (A; X)

c) Soit x et y deux éléments de R .

Déterminer la matrice (M(x) X M(y))"
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d) Résoudre dans 'ensemble A I'équation: X° = K ol X est I'inconnue

J=10
etkK=[0 1 0
o |
L = 1

[ e 00
On considere I'ensemble E=]M,, =lae* e Ol|la € RI
0 01

1) Montrer que X est une loi de composition interne dans £
2) Soit ¢ I'application définie par: ¢: R — E
a— M,

a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (IR; +) dans (E; X)
b) En déduire la structure de (E; X)

100
3)0npose (M) =I=|010

001

Montrer que: (Vk € Z) ; (M.) = M.

Soit @ un nombre réel strictement positif

a0 0
On considére I'ensemble: A=3{M(x)=[0 1 x|/xeR}
001
etlapplication f définie par: R — A
X — M(x)

1)a) Montrer que f est un isomorphisme de (R; =) vers (A; X)
b) En déduire la structure de (A; X)

¢)Soit x € R ; déterminer (M(x))"'

Ysoit ne N'\{l} et xeR

Déterminer (M(x))' en fonctionde n , x et a
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| Exercice £13
On considere I'ensemble G défini par:
[ )
G={M=|0 1 z|/(x;y;2) e R’
| loo1 [
1) Montrer que G est une partie stable de (M;(R); X)
2) Montrer que (G; X) est un groupe non commutatif
| Exercice 13
Partie 1:
Pour tous x et y de I'ensemble G = R\{%} ,onpose: x*y=x+y—2xy
1) Montrer que * est une loi de composition interne dans G
2) Montrer que (G; *) est un groupe commutatif
3) Montrer que: (Vx€G) ; (Vvne N'\{1 })ix+x+ . +x= ]7(1 —(1—2x))

nfois

Partie 2:
L=z 0 x ]
Soit A 'ensemble définipar: A={M(x)=| 0 1 0 |/xeG}
[ x 0 l1-x |

1) Montrer que A est une partie stable de (M:(R); X)

2) On considere I'application ¢ définie de G dans A par:
(vx € G) ; o(x) = M(x)

a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (G; =) vers (A; X)

b) Quelle est la structure de (A; %) ?

c)Soit ne N et K= M(—é—-)

Montrer que: K" = M(--l 51) et (y'= M(%— j,lT.)
b :
On considére I'ensemble £ défini par: E = {(‘;; a)/(a;b) = Zz}

1) Montrer que (E; +; X) est un anneau commutatif unitaire

2) a) Montrer que (V(a;b) € Z?) ; a*—5"=0ea=b=0
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b) Montrer que I'anneau (E; +; X) est intégre.

LRk i - AF e 21—)’ y K 72
3) On considére I'ensemble F défini par: F {( 5y zx_y)l(x.y)ei}

a) Montrer que (F; +) est un sous-groupe du groupe (E£; +)

b) Montrer que (VX € E) ; (VMEF) ; XXMEF

Exercice £/:7

On considere I'ensemble A défini par:

A= {M(a;b) = (“c;b af2b)}(a:b) e IRI}
1) Montrer que A est un sous-groupe du groupe (M. (R); +)
2) Montrer que Y(M;M') € A* ; MXM € A

3)Soit f I'application définie par: fiA — C

M(a:b) — a+b+ib
a) Montrer que f est un isomorphisme de (A"; X) vers (C; X)

ol A"=A—{0}(0est la matrice nulle)
b) Quelle est la structure de (A; +; X) ?

S e S0 S, e sl ek SR : 2
On considére I'ensemble F défini par: F {( 0 x+y)f(x.y)eR}

1) Montrer que (F;+) est un sous-groupe du groupe (M, (R); +)
2) Montrer que (F; +; X) est un anneau commutatif et unitaire
3) Déterminer les éléments inversibles dans (F; X)

On considére 'ensemble F défini par: F = {(j ifv)f(x;y) C QZ}
1) Montrer que (F; +) est un groupe commutatif

2) Montrer que (F; +; X) est un anneau commutatif unitaire
3)a)Montrer que (V(x;y) € Q) ; ¥ =20V 0x=y=0

b) Montrer que (F; +; X) est un corps commutatif

¢) Résoudre dans F I'équation : X° —4X + 3L = O,

ol [; est la matrice unité et O, est la matrice nulle.
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On considére I'ensemble £ défini par: E = {(x:ryy xb’_yy)f (x;y) € ]Rz}
1) Montrer que (E; +; X) est un corps commutatif.

2) On considere 'application f définie de K dans C par:

(VM(x:9) EE) 5 AM(x;y))=x+iyy2

a) Montrer que f est un isomorphisme de (E; X) sur (C; X)

2 A :
b) Soit K = M(l;g) un élément de E
Montrer qu’il existe deux suites (a.) et (8.) telles que:

(VvneN’); k"= M(a.;B.)

1) Montrons que (A; X) estun groupe

Ona: A={2"%X3"/(m;m) € Z*}

Ona: Ac Q" et (Q'; X) est un groupe commutatif donc il suffit de montrer
que (A; X) est un sous-groupe du groupe (Q’; X)

e Puisque 1 €A pour n=m =0 alors A # ¢

° Soit x et y deux éléments de A

Ona: {H(n;m) €l x=2"X3"
An'sm)eZ’;y=2"x3""
Puisque (Q"; X) est un groupe commutatif alors: y ' =2 X 3™
Donc: xy—l = (2" X 3M) X (2--n' X 3--m'-) 45 .2,9-;:‘ X 3'1"'-",-
Onpose: p=n—n'etqg=m—m ,ona: Ip;q)eZ’; xy'=2"X3"
donc: xy ' € A par suite on a: {A 7 ¢
Vigy)e Al ;xXy'eA
d'oti: (A;X) est un sous-groupe du groupe (@7 %) , donc (A; X) est un
groupe commutatif.
2) Montrons que B est un sous-groupe de (A; X)
Enposant n=3p et m=23qg ,ona: (Vx€B); Imm)eZ’; x=2"X3"
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Donc: BC A
Ona: 1 € B donc: B# ¢ etona: V(x;y) € B’ ; x Xy '€ B (vérifier le)

Donc: (B; X) est un sous-groupe du groupe (A: x)

(Exercice 411

Montrons que (£; X) est un sous-groupe du groupe (Q"; X)
'Ona: E#£ ¢ carl €E pour p=¢g=0

+Soit x et y deux élémentsde £ , ona:

72 AF
JxEEcrE(a;b)EZ“;x*:%

yEEﬁH(c;d)EZZ;yﬂ%

[Remarquer que: (Vx € E) ; x # 0)

s 2yt = (1+2a)(1+2d) _1+2(a+d+2ad)
(1+26)(1+2¢) 1+2(b+c+2bc)

Onpose: p=a+d+2ad et g=b+c+2bcavec peZ etqgeZ

Rt
Ona: I(p;q) € Z? ; xy' = 1+2§ donc xy”' € E

Dol {E#d’ :
V(xy)eE ;xy' €E

Parsuite (E; X) est un sous-groupe du groupe (Q; X)

Brercice §15

1)a) » Montrons que la loi * est commutative

Soit a,b deux éléments de R , on a:
a*b=a+b+ab=b+a+ba=bxa

Donc la loi * est commutative

* Montrons que la loi * est associative

Soit a,b et ¢ des éléments de R , on a:

(asb)*c=(a+b+ab)sc=a+b+ab+c+cla+b+ab)

=a+t+b+c+ab+ac+be+abe
eas(brc)=ax(b+c+bc)=a+(b+c+bc)+ax(b+c+bc)
=a+b+c+ab+ac+be+abe
donc: Y(a;b;c) ER ; (axb)rxc=ax(bxc)
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d’ol la loi * est associative
b) Montrons que la loi * admet un élément neutre dans R

Soit ¢ I'élément neutre dans (I; *) s’il existe

Ona: (VaeR);are=ae(VacR);atetae=a

o (VaeR);e(a+1)=0

ose=0o0u(VaeR);a+1=0
Puisque la proposition : « (Va € R) ; a+ 1 = 0» est fausse
alors: (VaeR); a*se=aeoe=0,etona:
(Vae R) ; 0+a=a ,donc0 est 'élément neutre de la loi * dans R
c) Cherchons les éléments symétrisables dans (IR; +)
Soit @ un élément de R et ¢’ son symétrique pour la loi * s'il existe.
Ona:ad'*a=0ed tatad =0

edla+tl)=—a

; o Lo e
-Sia#—1 alors: a GE1

-Sia=—1alors:ona: a *(—1)=—1# 0, donc —1 n'a pas de symétrique

dans (IR;+) et par suite (R;+) nest pas un groupe car —1 n’a pas de

symétrique dans (IR; =)

2) a) Calculons a, et a;

Soitae R ,ona: m=a*a=a+a+a*=2a+a*=(a+1y—1

et s=w+a=(a+1y—-1+a+al(a+1f—1)=(a+1V—1+a+ala+1)-a

=(a+1y(I1+a)-1=(a+1)~1

b) Calculons a, en fonction de n

D’apres la question a) , montrons par récurrence que:
vaeN'\{1}, a,.=(a+1)y—1

e Initialisation: Pour n =2 ,ona: &z =(a+ 1) — 1

e Hérédité: Soit n € N*\ {1}

Supposons que: a, = (a+ 1) — 1 et montrons que: @..; =(a+1)""'—1

Ona:a,m=a,*a=a+1yY—1)xXa=(a+1)—1+a+{(a+1)—1)xa
=(a+1)—1+a+ala+1y—a=(a+1)(1+a)—1
=(a+1)'"'—1
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Donc la propriété est vraie pour n+ |
» Conclusion: d’apres le principe de la récurrence , on conclut que:

(vneN'\{1}) ; a.=(a+1)—1

Exercice £17

1) e Montrons que 7’ est commutative dans R

Soit x et y deux nombres réels , on a:

yIy=x+y+mxy=y+x+myx=ylx

donc: V(x;y) € R® ; xTy = yTx , d’oti la loi T est commutative dans IR

* Montrons que 7' est associative dans R

Soit x,y et z des élémentsde R , on a:

(xTy)Tz = (x +y+mxy)Tz = x + y+ may + z+m(x+y + mxy)z

=x+y+z+m(xy+xz+yz)+m’xyz

et xT(yTz) = xT(y + z+ myz) = x + y + 2+ myz + mx(y + z + myz)
=x+y+z+mlxy+xz+yz)+m’xyz

Donc: (xTy)7z = xT(y7z)

Dou: V(x;y;z) € R |, (xTy)Tz = xT(yT%)

Ainsi la loi 7" est associative dans R

2)a) Montrons que G est une partie stable de (R;7")

Soit x et y deux élémentsde G ,ona:

(xTy)-F% =x+y-!-mxy+~1n; = mx(—rlr—l+y)+(y+%)
(o Ym0 =nles 1o+ )

Puisque: x 96—% et y 96*% c'est- a- dire: x+% #0et y+ % #0

alors m(x + }ln—)(y + %) #0

donc: (xTy)-i-# # 0 c'est-a-dire xTy %—-fln—

cela signifie que: x7Ty € G

Dolt: V(x:y) € G* ; xTy €G , ainsi G est une partie stable dans (R;7)
b) Montrons que (G;7') est un groupe ccmmutatif

' (; est une partie stable dans (R;7') donc 7' est commutative et associative
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dans G
eOna: (VxeG), x70 =x , donc 0 est I'élément neutre de 7 dans G
e Soit a un élément de G et a’ son symétrique s’il existe dans G , ona
alad =0ed +tatmad =0
od(l+ma)=—a

(8 1
P M G car a € G donc: a #——+
rd 1 +ma ( 7 n )

’ . T _I_-—i.____.._a___
D'autre part,ona: a +- = — 13,
m(1 + ma)

Donc: @’ +lﬁ # 0, cest-a-dire: d’ 9é~% dou: ¢’ €G
Ainsi: (Vae G)(3'a' €G) ; aTa’ =0 et a'Ta=0
Donc: tout élément a de G admet un symétrique a’ dans (G;T) et par suite

(G;T) est un groupe commutatif. -

[Exercice £v2

1) Montrons que: V(gy)elP eV —e'—e’+2> 1

Soit x et y deux éléments de I'intervalle 7 , on a:

(e —e—e+2)—1=ce—e—e+1=e(e—1)—(e~1)
=(e*—1)(e—1)

Puisque x > 0 et y > 0 alors ¢* > 1 et ¢’ > 1 c'est-a-dire:

e'—1>0ete’—1>0donc (e —1)e’—1)>0

Signifie que: (¢*”—e¢*—e’+2) > 1

DolsMlxyvye st —e 4 2>:1

2) a) Montrons que f est un isomorphisme de (7; X) dans (1;7’)

* Soit x et y deux élém.ents de / ,ona:

flxy) =In(xy+ 1) et flx)TAy) = Iln(e™P — ™ — o 4 2)

Puisque: A —_ oA _ pf) 4 5 = S+)tmley) _ Jnli+a) _ jiliy) 4 o

e ell!ﬂ]+.\"ﬁ(l—y}}_(l _I_x)_(l +y)+ 2
=t D+ D -x—y=1+m
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Alors: A(x)TA(y) = In(1 +xy) donc flxy) = fAx)TAy)
dot: V(x;y) € PP ; flxy) = f(x)TAy) par suite f est un homomorphisme
de (I x) dans (£;7)
* Montrons f est bijective de / sur / .
Soit y € I , existe t-il un unique x de / tel que f(x)=y
Ona: flx)=ye In(l+x)=y
e=1+x
ex=e¢—1
Puisque y > 0 alors ¢’ > 1 c'est-a-dire: x > 0
donc: (Vy€l) Qxel)/f(x)=y ,dou f est bijective de I sur ] et par
conséquent £ est un isomorphisme de (Z; X) vers (5;T).

b) Déduction: :
f estunisomorphismede (/; X) sur (I;T) et (I; X) est ungroupe commutatif

donc (/;7") est un groupe commutatif.

Exercice &1

1) Montrdns que H est un sous-groupe de (G; *)
sOna: H# ¢pcarecH (e=a)

s Soit x et y deux éléments de H , on a: {x €He@nel)x=d

yeEHe(@meZ)y=a"

H=m

Onax*y'=a"+*a™=a
Puisque n—m € Z alors a"™" € H c'est-a-dire: x*y '€ H

donc: V(x;y)eH* ; x*y'€H , dou H est un sous-groupe du groupe
(G;#)

2) Montrons que F est le plus petit sous-groupe de (G; #) qui contient a
Soit K un sous-groupe du groupe (G; *) tel que a € K

Soit x€ H ,donc: (AneZ); x=a"

-Sine N alors: x=a"=a*ax..*a
R
nfiis

Puisque (K; *) est un groupe alors x € K
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-Sin€Z alorsx=a"=a'*a'*.*a’

~n foiy

Ona:aeK donca'eK dou: xek

Par suite : (Vx € H) , x € K cest-a-dire: HC K

Ainsi /] est le plus petit sous-groupe du groupe (G; *) contenant ¢
Exercice 41

1) Montrons que (G; =) est un groupe non commutatif

e Montrons que * n’est pas commutative

ona: (1;1)+(3,0) = (3:%) et (3:0)(1;1) = (3:3)

donc: (1;1)#(3:0) #(3;0) = (1;1) d’'oti la loi * n’est pas commutative.

e Associativité de la loi *

Soit (a;b) ; (c;d) et (e;f) des éléments de G , on a:

(@;6) «[(c;d) = (e:f)] = (a;b) * (ce;cf-%- g—) = (ace;acf+ % i —C%)

et [(a;b) * (c;d)]* (eif ) = (ac;ad+%)*(e;f) = (ace;a0f+gg+%)

Donc: V((a;b);(c;d); (e;f ) € G°

(a:b) =[(c;d) = (e;)] = [(a;6) = (c;d)] = (esf)

D’ou la loi = est associative.

e Cherchons I'élément neutre (a;b) dans (G; *)

Ona: V(xy) € G ; (xy)*(4:b) = (xy) @ V(%) € G ; (axbr+2) = (xy)

ax—=x
& V(x;y) € G; 5
bx+to=y

e V(xy) e G;{x(a— 1)=0
xab+y(l1—a)=0
donc:a—1=0 et ab= 0 cest-a-dire: a=1let b=0

etona: (1;0)+(x;y) = (x;y) , d'ots (1;0) est I'élément neutre dans (G; *)
e Cherchons les éléments symétrisables dans (G; *)

Soit (a;b) un élément de G, existe t-il un élément (x;y) de G?

tel que: (a;6) * (x;) = (1;0) et (xy) = (a;b) = (1;0)
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Ona:  (xiy)s(aib)=(1:0) & (axibx+ L) = (1;0)
ay=:1

I = ; =

etona: (a;b)*(z;—b)—(l,()) ’bx—l"%:()

=4

PN lx ~a cara# 0
s Ml

Donc tout élément (a;b) de G admet un symeétrique dans G qui est

(:i-; - b) ; par suite (G; =) est un groupe non commutatif.
2) Déterminons I'ensemble C':

Soit (x;y) et (a;b) deux éléments de G , on a:

(a;0) = (x3y) = (ax;ay+ *f;) et (x;y)*(a;b) = (xaixb +2)
Donc: (a;b) € C & (V(x;y) € G);xb + i = ay +_—2"

& (V(x;y) € G)x’ab +xy = a’xy +ab

o (V(xy) €Glrab(x*— 1) +xy(1 —a*)=0

) {ab =0

1—a*=0

o(a=1etb=0)ou(a=—1eth=0)
Donc: C = {(1;0),(=1;0)}
3)a) Montrons que: H, = R" X {0} est un sous-groupe du groupe (G; *)
-Ona: H, # ¢ car (1;0) € H,
-Soit X =(x;0) et Y =(y;0) deux éléments de H,
Ona: Y’ = (%;, 0) est le symétrique de Y dans (G: *)
Donc: X# Y =(x;0) = (ly;O) = (-;—;0)
dol: X*Y' € H, car _y:g # 0, parsuite 7/, est un sous-groupe du groupe (: «)
b)Montrons que: H, = {1} X R est un sous-groupe du groupe (; «)
-Ona: H, # ¢ car (1;0) € H;
-Soit X =(1;x) et Y=(1;y) deux éléments de H;
Ona: ¥’ =(1;—y) est le symétrique de Y dans (G; =)

Donc: X+ Y =(L;x)*(1;—y)=(;x—y) ,dou X*Y' € H,
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Par suite H, est un sous-groupe du groupe (G; *)
c) Montrons que: /1, = Q)" X {J est un sous-groupe du groupe (: «)
-Ona: Hi# ¢ car (1;0) e H;

-Soit X = (a;b) et Y =(c;d) deux éléments de H;

Ona:Y' = (1

G

Donc: X+ ¥" =(a;b) (L5~ a) = (%bc - ad)

Gt
L pe —ad) € Hy

*-d) est le symétrique de Y dans (G; =) (car c € Q')

Puisque: E Q" et bc —ad € Q alors (
donc: X+ Y’ € H, , par suite 7, est un sous-groupe du groupe (G; =)

4) e Montrons que (//; *) est un sous-groupe commutatif du groupe (G; *)
-Ona: H# ¢ car (1;0) e H

-Soit X = (x;k(x = 1]) et Y= (y;k( == —;—)) deux éléments de H

"--...-’

) est le symétrique de Y dans (G; *)

1) (k-3

y ) +ola=3)

v =(5-ky-3

L

o
o
=
(2]
>
*
~
I
=
=
—

B

[= <=

I

|
/"—'_.--""‘-.
“x <
= =

Ona: in # 0 donc X*Y' € H ,dol (H; ) est un sous-groupe du groupe (G; )
e Montrons que * est commutative dans H

Soit X = (x;k(x = %)) et Y(y;k(y o *1)7)) deux éléments de H , on a:

(sk{=L))+ (elr-1))
= (aysha(y - —%;—)m(x_alr__.)x 1)

= (xysk(x -1y

X»Y
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e == ) ste- 1)
~(mote=)eso-)<}

= (ko -5)

donc: XY =Y=+X pourtous X et Y de H

d'ol la loi * est commutative dans // , par suite (H; *) est un sous-groupe

commutatif du groupe (G *)

(Exercice &1
1) Montrons que ¢ est un isomorphisme de (]0; + oo[; %) vers (E; %)

Soit x et y deux élémentsde R™",ona:

w(x)xga(y)=M(x)xM(y)=( x O)X( y 0)

xlnx x yiny y

_( Xy 0)
xylnx+xylny xy
et puisque : xylnx +xylny = xy(Inx + Iny) = xyIn(xy)

0 .
alors : (x) X @(y) = (xy lﬁxy) xy) = M(xy) = ¢ (xy)

Donc: V(x,y) € (R™); p(x X y) = ¢ (x) X ¢(y)
D'oll ¢ est homomorphisme de (R'"; X) vers (£; X).
* Montrons que ¢ est bijective.
ona: (VM €eE):(3xe R"");‘M'—'( i 0)

xlnx x
signifieque : (VM eE);(@3xeR")/gkx) =M
donc ¢ est une application surjective.

*Soit x et y deux élémentsde R tels que : ¢(x) = @(y)
Ona: (o(x)=<p()’)=>( 2 0)=( . 0)

xlnx x yiny y
=>x=yet xInx=ylny

=SX=Yy
Donc: V(x;y) €(R™'f ;0@ =9 =2x=y

D'oli ¢ est une application injective et par suite ¢ est bijective.
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Donc ¢ est un isomorphisme de (]0; + oo| ; X) vers (E; X)

2) Déduisons la structure de (E; X)

Ona: (E; X) et (J0; + ool; X) sont isomorphes et on a (]0; + oo|; X) est un
groupe commutatif donc (E: X) est un groupe commutatif.

3) e Déterminons (M(x))" et (M(x))' ou x € |0; + oo et n € N’

Soit x€ R ,ona:

1
=)
(M(x))"’=(¢(x))"=(0(%g)= oy
EE
et (M) =(p)' = @) = (mfln . 3)

[Exercice £45
1) Montrons que (E; X) et (Z: +) sont isomorphes.
On considere I'application : ¢:7Z — E
a— M,
Montrons que ¢ est un isomorphisme de (Z; +) vers (E; X)
e D’apres la définition de I'ensemble K, ona:
(VA€ E);(QaeZ)IA=M.= ¢(a) donc f estsurjective.
e Soit a et b deux éléments de 7 tels que : ¢(a) = ¢ (b)
Ona: ¢la)=¢b)=M.=M,
=2'=2" et a2°= b2"
=2""=1et a2'= b2’
=»a—b=0 et a2°= b2’
=a=b
Donc ¢ est injective d’'ou ¢ est bijective
e Soit a et b deux élémentsde Z,ona:
e 0 )

{9(0 + b) = Mﬂ"i'b e ((a -+ b) 2ai-b 2a+b

2740 2650
X = X = X
Et (0 (a) (0 (b) Mﬂ' Ml" (azu 2«) (b2h 2!:)

gy et
a2u|h+b2{r+h 2(}-1—.’1 (a_l_b)za-ﬂ" 2“"'.&
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Donc: V(a;b) € Z7 ;9(a+b) = ¢(a) X ¢(b), d’oll @ est un isomorphisme
de (Z: +) vers (E: X).

Puisque (Z; +) est un groupe commutatif alors (E; X) est aussi un groupe
commutatif.

2)Montrons que : (Vp € Z);(M.) = M,,

* Montrons par récurrence que : (Vp € N); (M.)" = M,,

1 C
Initialisation : Ona : M, = (0 IJ) =1 et (M)’ =1 donc: (M.)" = M,
» Hérédité : Soit p € N , on suppose que : (M,)” = M,, et on montre que :

(M) = Mugy
Ona: M = @((p+ 1)a) = ¢(pa+a) = ¢(pa) X p(a)
= Mp X Mo = (M)" X M, = (M.)""
Donc la propriété est vraie pour p+ 1, dou (Vp € N): (M)’ = M,,
+Soit p € Z~ , montrons que : (M.)" = M.,
Ona: (M,)" = (M.")" =(p(=a))" = o((—= p)(— @) = p(pa) = M,.
Remarque : @ est un isomrphisme de (7 ; +) vers (E; X)
ona: ¢(—a) =(p(a))"' cest-a-dire: M.,.=(M,)"
Dou: (VpeZ);(M)" = M,
3)a) Montrons que F. est un sous-groupe de (£} X)
oOna: (M.)X(M,) =IxI=1donc I € F,, ,dou Fu.,# ¢
+Soit X et Y deux éléments de F., :
Inae {x € Fun = 3(p;q) € 27 ; X = (M.) x (M,)'
Y € Fun = A(m;n) € 7Y = (M.)" X (M,)'
Rappel : Si (E; X) est un groupe commutatif alors le
symétrique de a * b et b’ * d’ cest-a-dire: (a*b) =b" *d
Puisque (E; X) est un groupe commutatif alors :
Xyt = (MY X (M Y)(M.)" X (M,))'

=((M.Y % (M) )(M,) " X (M.)™)
= (Ma)p-" X (Mb)q_"
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donc: XY ' € Fus , dol F.s est un sous-groupe du groupe (E; X)
b) Soit ¢ € 7 ; montrons que : a Ab|c & M. € Fuy
M. € Fuy = I(p;q) € 77 ; M. = (MY X (M,)'
= 3Ap;q) €L’ ; M. = M,, X My,
= I(p;q) €L’ ; M. = Mypiig
= 3piq) €77 ;¢ =pa+qb (car ¢ estinjective)
Onpose:d=aAb ,ona: {dlaﬁﬂﬁa"‘f{h
dlb
=dlc
Donc: M. € Fun = aAb|c
Réciproquement: gAb|c e (Fk € Z)/c =k(aAb)
= (IkeZ);3p:q) € Z%);c = k(pa+gb)
= (3 €Z);(3P:q) € Z?); M. = Migaran
= (Fke€Z);3(p:q) € Z"); M. = (Mpusa)
— (Fk€Z);(3(p:q) € 23); M. = (M)™ X (My)"
= M. € Fup
D'oli : M. € Fuyy <= aNb|c
c) Déduction :
Ona:aANb=1=3Ip;q) €Z’ | pa+gb=1
= A(p;q) €L | Myuiyy = M,
= I(p;q) € 72 (MY X (M,) = M,

Donc : E = E:;-J:} = MI E Hu:m
= 3(p;q) € 2* IM, = (M.} X (M,
= agAb=1

Réciproquement : Supposonsque : ¢ Ab =1 ,onadonc:
A(p;q) € 27 IM, = (M) X (M, )
Ona: F.» CE ,montrons que £ C [
Soit M. un élémentde E,ona: M.= M= (M;X M) = My X My
donc M. € F., d'ou E C F.u et parsuite : E = F)
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[Exercice £5)
1) Montrons que A est une partie stable de (M. (R);X)
Soit M(x) et M(y) deux éléments de A tels que :

I =0 I =y 0
Mx)=[0 1 OletM(y)=|0 1 O0f ol x ety sontdesnombres réels.
x'l
e ol
[Ss—a () I =ydi0
Ona: Mx)XM(y)=|0 1 0O|xX|0 1 O
2 2
x =51 |y -2
1 =y 0
={ 0 ] 0
Xty _xy_.lfz_'_é’.z_ 1
1 =tyed
=/ 0 1 0|=Mkx+y)
B b i
2

Donc: V(M;N) € A* ; MXN € A,dol A est une partie stable de
(M:(R); %)

2)a) Montrons que f est un isomorphisme de (R ; +) vers (A;X).
*Soit M(x) et M(y) deux éléments de A, on a d’apres la question
précédente : M(x) X M(y) = M(x +y) signifie que : f(x) X f(y) = f(x -+ y)

Donc: V(x:y) € R*; flx +y) = f(x) X f(y) ,d’ol f estun homomorphisme
de (R :+) vers (A:X)

'Ona: (VMeA):(3xeR); M= M(x)

signifie que : (VM € A);(3x e R); M = f(x)

Donc / est une application surjective.

+Soit x et y deux éléments de R tels que: f(x) = f(y)
Ona: f(x) =f(y) = M(x) = M(y)

Structures algébriques = 333



= Xx=y
Donc f est une application injective et par suite f est une application bijective.
D’ou f est un isomorphisme de (R ;+) vers (A;X)
b) Déduction :
Ona (R;+) et (A;X) sontisomorphes et (IR ; +) est un groupe
commutatif donc (A ; X) est un groupe commutatif.
c) Déterminons (M(x) X M(y)) ' :
(M) X M(y)) " = (flx) X f(y)"
=(flx+y)"
=f(—x—y)=M(—x—Yy)
Donc: (M(x) X M(»y)) ' = M(—x—y)
d) Résolvons dans A I'équation X* =K
Soit x un élémentde R telque: X = M(x) ,
ona: X’=K < (M) =M(1)
= (f(x)) =f(1)

<= f(2x) = f(1) (car f est un homomorphisme)
s 2x =1 (car f est bijective)

=L
¢=x‘_"2

B —

)

Donc I'ensemble des solutions de I'équation est: § = { M(

Exercice £

1) Montrons que X est une loi de composition interne dans E

Soit M, et M, deux élémentsde £,ona:

e 00 e 00 e 0 0
M, XM, =|ae" e 0[X|be® ¢® 0|=|(a+b)e*"” e 0
005l 004 0 ],

atb
donc: VIM,N) € E’ ; MX N € E, d'ol X est une loi de composition inteme
dans E
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2)a) Montrons que ¢ est un isomorphisme de (K ; +) vers (E ; x)
+Soit ¢ et b deux éléments de R , on a d’aprés la question précédente :
M X M, = M,..,, signifie que : ¢(a) X ¢(b) = ¢(a + b)
donc: V(a;b) € R ;p(a+b) = @(a) X ¢(b) ,dol ¢ estun
homomorphisme de (R ; +) vers (E; X).
*D'aprés la définition de I'ensemble £ ,ona:
(YMeE);(GaeR);M=M,
cest-d-dire : (VM E€E); 3aeR); M= ¢(a)
donc ¢ est une application surjective
+Soit @ et b deux éléments de R tels que : ¢(a) = @(b)
Ona: ¢la) = ¢(b) = M, = M,

= e = ¢’ et ae" = be'

=a=b
Donc ¢ est une apllication injective et par suite ¢ est une application
bijective.
Dol ¢ est un isomorphisme de (R ;+) vers (E ; X)
b) Déduction :
ona: (R;+) et (£ ;X) sont isomorphes et (IR ; +) est un groupe
commutatif donc (E ; X) est un groupe commutatif.
3)Montrons que : (Vk € Z); (M,) = M.,
-Montrons par récurrence que : (Vk € N);(M.) = M.
Initialisation : Pour k=0 ,ona: (M.) =1= M,
» Hérédité : Soit k € N , supposons que : (M,)' = M., et montrons que :
M = Mg
Ona: (M,)" = (M.) X M, = My X M, = f(ka) X f(a)

= f(ka + a) = f{(k+ 1)a) = Mz

Donc d’aprés le principe de la récurrence, ona: (Vk € N);(M.) = M.,
+Soit k € Z , ona (E ;X) est un groupe commutatif
donc: (M) =(M,")" =(M..)* = My, (car —k € N)
Dou: (Vk € Z):(M.) = M
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Exercice £
1) a) Montrons que f est un isomorphisme de (R ; +) vers (A ;X)

* Soit x et y deux élémentsde R ,ona:

fo e O )
fx+y)=Mx+y)=| 0 1 x+y
Q011
a 00] |a00
et f)Xf)=MX) XMy =|0 1 x[{xX|0 1 y
0 01 0 01
aa 00 @010
=0 1 x+tyl=| 0 1 x+y
(ARGEEN (90|

Donc f(x +y) = f(x) X f(y)
Dol : V(x;y) € R”; flx+y) = f(x) X f(y) ainsi f est un homomorphisme
de (R:+) vers (A; X)
o D'aprés la définition de 'ensemble A,ona: (VM e A);:(3xe R); M= M)
cest-a-dire: (VM e A);(Ax e R); M= f(x)
Donc l'application f est surjective
e Soit x et y deux éléments de R tels que : f(x) =f(y)
a 0= 0 a 00
Ona: f(x)=f(y) =10 1 x|=|0 1 y
0 01 04001

= a' =a etx=y

—=xX=y
Donc: V(x;y) R’ ; f(x) =f(y) =x=y
D’ol I'application f est injective et par suite I'application f est bijective.
Ainsi f est un isomorphisme de (R ;+) vers (A ; X)
b) Déduction :
Ona (R:+) et (A;X) sontisomorphes et (R ;+) est un groupe commutatif
donc (A ; X) est un groupe commutatif.

c) Déterminons (M(x))"' pour x € R
Soit x€R ,ona: (M) =(f(x))" =f(—x) = M(—x)
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a =00
Ihe=x

OIS0

2) Déterminons (M(x))' en fonctionde n, x et a.

Pour n=2,0na (M) = (f(x)) =f(2x) = M(2x)

Montrons par récurrence que : Va € N'—{1}; (M(x))' = M(nx)

donc: (M(x))"' =

* [nitialisation : Pour n = 2 c'est vérifiée
o Hérédité : Soit n € N"—{1} , supposons que : (M(x))' = M(nx)
et montrons que : (M(x))""' = M((n+ 1)x)
Ona: (Mx))"" = (M(x)) X M(x) = M(nx) X M(x)
= flnx) X f(x) = f(nx + x)
=f(n+ 1x)=M(n+1)x) 250 0
Donc: Yne N'—{1};(M&x))'=M(nx) Dou: (Mx)' =0 1 nx
001
(Exercice &1
1) Montrons que G est une partie stable de (M (R); X)
Soit M et N deux éléments de G tels que:

I %y [ o
M=[01 z|letN=|01 Z'|oux,y,z,x ,y etz
001 00 1
sont des nombres réels.
ey k] ey ety kxzt Y
Ona: MXN=[01 z|X|0 1 Z'[=|0 1 Zh 2
SN | 001 0 0 1

Donc MXN e G ,dou V(M;N)EG ; MXNEG
par suite G est une partie stable de (M. (R); x)
2) Montrons que (G ; X) est un groupe commutatif

Soit M et N deux éléments de G tels que :

Lix 1ix” pf

M=[01 z[et N=|0 1 Z'|oux, y, z, x", y et z sont des nombres
000 1 QG 1

réels.
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Ona: MXN=[|0 1 2k Z d’aprés la question 1)
i SR ) 1
L iyt it il i o w yh sy
et NxM=[0 1 Z[x]|0 1 z|{=]|0 1 zhz!
020=1 001 0 0 |

Donc: NXM#MXNcar x7’ #x'z
Donc: X est non commutative dans G .

Puisque G est une partie de (M. (R);X) et laloi X est associative dans
M (R) alors la loi X est associative dans G .

]
sPourx=y=z=0,ona: M=16 ou L=|0
0

dans (M;(R); X), donc I; est I'élément neutre dans (G; X).

o R e S

0
0| est I'élément neutre
|

I x
e Soit M unélémentde G telque: M=|0 1 z
1 xy 001

Ona:detM=|0 1 z|=1+#0,donc M estinversible dans M:(R)
001

Déterminons la matrice inverse N de M

lox" oy
Enposant: N=|0 1 z'|,ona:
001
B e S O o o oy 10:0
MXN=]=|0 1 z¥+z =010
07 <) 1 001
xX+x=0
=iz+z =
y+x'z+y=20
X =—x
=17 =—2
¥ SxzTy
V=x'%z=y
Donc: M'=N=|0 1 —z |Vérifierque: M'XM=1
0 0 |
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Dou: (VMeG);M'eG

Par suite (G : X) est un groupe non commutatif.

Partie 1 :

1) Montrons que #* est une loi de composition interne dans G

Soit x et y deux élémentsde G,ona:

(x*y)-%—=x+y-2xy~—-%— =~—2x(y~%)

- (=4)2e+ n=bs— )~

Puisque x # —é et y# Jz- alors (x = %)( —% );&

i

NI— b —

signifie que : (x*y) 7 9& Odonc xxye G
D'ou : V(x;y) EG;x*yeG
Par conséquent * est une |oi de compasition inferne dans G .
2) Montrons que (G; =) est un groupe commutatif
¢ Commutativité de la loi # :
Soit x et y deux élémentsde G,ona:
X*ry=x+y—2xy=y+tx—2yx=y=*x
Donc: V(x:y) €G” ; x*y=y=x ,dol = est commutative dans .
* Associativité de la loi # :
Soit x , y et z des élémentsde G,ona:
x=y)*rz=(@x+y—2xy)*z
=x+ty—2xy+z—2z(x+y— 2xy)
=x+y+z—2(xy+xz+yz)+ dxyz
et x+(yxz) =xx(y+z—2y2)
=x+y+z—2yz—"2x(yt2z—2yz)
=x+y+z—2yz— 2xy— 2xz+ 4xyz
donc: (x*y)*z=x=*(y*2) ;dot: V(x;3;20) €EG* ; (x*y)+z=x+(y*2)
Par suite * est associative dans G .

» Elément neutre :
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Soit e I'élément neutre de la loi = dans G ¢'il existe.
Ona: (VxeG)xte=x=(Vx€G);x+e—2ex=x
= (VxeG);e(2x—1)=0
=e=0car x# %
et on a * est commutativedonc: (Vx€G) ; 0xx=x
D’ou : 0 est I'élément neutre dans (G : *)
o Eléments symétrisables
Soit x € G et x’ son symétrique dans (G ; X) s'il existe.
Ona: x'+x=0x+x"—2xx'=0
= x (1 —2x)=—
i ]
=X =5 (car x #7)

Puisque * est commutative alors : x * fx—x:'l_ =0

1 1 1
De plus,ona: x" — ﬂx—_l = R o=

donc: x' — 7 # () cest-a-dire: x' € G

D’ou tout élément x de G admet un symétrique x’ = z?x i dans G pour
la loi # , par suite (G : *) est un groupe commutatif.

3)Montronsque: (Vx € G);(Vhe N' —={1}); xxx* .. xx = -%*(1 —(1—=2x)"")
En utilisant le raisonnement par récurrence o

¢ Initialisaion : Pour n =2 ,ona: x*xx = 2x — 2x

etz(l—(l—lx) 2(i—l+43(—4r) 25— 2%

Donc : x*xz-é—(l ={1~2x])

o Hérédité :soit ne N —{1}

SUPPOSONS que : X * X * ... *x—2(1—(l*2x)””)
it fois
Montrons que: X # X # ... %X = -j-(l —(1-=2x)"")

Ona: X*=Xx*..*X=(x*x* ... *X)*X
N R ——

Gt 1) fois u fois

1 1
=5(1—(1-2x))*x

7= Ij(i —~(1=20)")+x—x(1—(1-—2%)"
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=Lt -297+x0-20
=1 -La-2971-20
= 21— (1-20)""")

Donc la propriété est vraie pour 7+ 1

s Conclusion: (Vne N —{1});x+x+..+x= %(l —(1-=2x)")
n fois

Partie 2 :

1) Montrons que A est une partie stable de (M;(R); X)

Soit M(x) et M(y) deux élémentsde A,ona:

b=oi0i 0 x =302y
Mx)=] 0 1 O fetM(» = 0 1 0 [olxetysontdes
% 0 1=x v =0y

éléments de G .

Pt O l=y0 vy

na: yxxmMy)=| 0 1 0 |x| 0 1 0

A ey y iR L=y
((1—x)(1—y)+xy 0 y(1—x)+x(1—y)
= 0 1 0
x(1=y)+y(1—x) 0 xy+(1—-x)(1-y)
(1—(x+y—2xy) 0 x+v—2xy
=10 10
x+y—2xy 01 —x+y—2xy)

Donc: M(x) X M(y) = M(x+y—2xy) = M(x=*y)
Dautre part,ona: V(x,y) €G’ ; x*y€EG
doncV(x;y)€G* ; Mx=y)€A
doll A est une partie stable dans (M;(R) ;%)
2)a) Montrons que ¢ est un isomorphisme de (G ; X)) vers (A: X)
*Soit x et y deux élémentsde (G,ona:
Ple=y) = M(x*y) = M(x) X M(y) d’aprés 1)
=p() X9y
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Donc: V(x;y) € G*;@(x=y) = ¢(x) X @(y)
D’olt ¢ est un homomorphisme de (G ;#) vers (A ;%)
e On a d’apres la définition de I'ensemble A
(VMeA);(3xeG); M= M)
cest-a-dire: (VM€ A);(Ix€G): M= ¢(x)
Donc l'application ¢ est surjective.
® Soit x et y deux élémentsde G,ona:
e(x) =) = Mx) = M(y)
=l—-x=1—y etx=y
=S Xx=y
Donc: V(x:y) € G*; ¢(x) = ¢(y) = x = y signifie que ¢ est injective, par
suite ¢ est bijective; d’oll ¢ est un isomorphisme de (G ; *) vers (A ;X)
b) Déduisons la structure de (A ; X)
On a ¢ est un isomorphisme de (G ;=) vers (A ;X) et (G ;=) est un groupe
commutatif donc (A ; X) est un groupe commutatif.

c) Montrons que K" = M(I _22") oune N’

ons: = (u{-§) ~(6{-5) - o{-b) sl A xol-)

D’aprés la question 3) de la partie 1, on a:

Ledo b= H-(-2(-4)))-%

n

Il
l\)a'_'
—_

I
l\)
~—

e ¥

Donc: K* —.go(l_——z-"-)— (]—Tzi)

° ) IS l
Montrons que : (K") M(2 2 n)

Ona: (K)'= (go(l _22 )) go(( ~2 )) ol (1 _22" )’ est le symétrique

d ,1,5,2 dans (G ;*)
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[Exercice &3

1) Montrons que (F ; +;X) est un anneau comrutatif unitaire

*Montrons que (E ; +) est un groupe commutatif

Ona EC My(R) et (M,(R);+) est un groupe commutatif, donc il suffit de
montrer que (£ ; +) est un sous-groupe du groupe commutatif (M, (R) 2 +)
-Ona: E+# ¢ car 6, € E poura=b=10

-Soit M et N deux élémentsde E ,ona:

_ i b)
MeEE=IA(ab)eZ’ ;M (Sba

NEE:»E!(x;y)EZZ;N=(x y)

Sy x
a b =X =y a—x b=y
. +(— = -+ =
o M) (Sb a) (—Sy —x) (S(b--y) a—x)
fnposant: @ =a—x et B=b—y,ona:a€Z et BEZ
tM+(—N)=(a ﬁ) ‘est-a-dire M+ (—N) e E
¢ 58 a c'est-a-dire :
D'ob:{’b?&qs
(M;N)eE*;M+(—N) € E

(ela signifie que E est un sous-groupe du groupe commutatif (M.(R);+),
parsuite (E ;) est un groupe commutatif.

*Montrons que E est une partie stable de M,(R);X)

Sit M et N deux éléments de E tels que :

Mz( 5 b) et N=(x y) ou a, b, x et y sont des entiers relatifs.
5b a Sy X
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) a b X y) ax+5by bx+ay
Ona: xN= X =
it (Sb a) (Sy X (be+ Say Sby+ ax

_[ ax+5by ay+bx
S5(ay+bx) ax+ 5by

Onpose: @ =ax+5by et B=ay+bx,ona: M><N=(
avec (@;B)€ 7’ donc MXNeE

D'ou V(M;N) € E* ; MX N € E , signifie que E est une partie stable

de (M,(R);X).

e On a E est une partie stable de (M. (R);X) et puisque la multiplication

5t

X est associative et distributive par rappport a I'addition dans M. (R)

alors la loi X est associative et distributive par rapport a + dans F.
10

e La matrice /= (0 l) est 'élément neutre dans (M, (R); X)

et puisque / € E pour a =1 et b= 0, alors [ est I'élément neutre pour la
loi X dans E.

!

b
e Soit M et N deux élémentsde E telsque: M= (Sab ) et N= ( Fo

a Sy x
Ona:NxM=(‘x y)x(a b)= ax+ 5by bx+ay
Sy x) \5b a 5ay + 5bx 5by+ ax

_[ ax+5by ay+bx
S(ay+ bx) ax+ Sby
ax + 5by ay+bx)

et on a d’apres ce qui précede : M XN = S+ Bt)gx + 5by

donc: MXN=NXM
dot: VIM:N) € E* ; MXN=NXM , par suite la loi X est commutative
dans E.

En conclusionona: - (E;+) estun groupe commutatif
- X est associative dans E
- X est distributive par rapporta + dans F
- X admet un élément neutre dans E
- X est commutative
Donc (E ; +;X) est un anneau commutatif unitaire

2)a) Montronsque: V(@) €Z’ ; & —5'=0e=a=b=0

Structures algébrigues



Soit (a,b) € Z? ,ona:
*Sia=hb=0alors: @’—5b*=0
s Supposons que : a”— 5b> = 0 et montronsque: a=b =0

2

*Sib#0alorsona: g*—5p*=0=>% =5

4l

TR e

= e
i
L

i

Puisque a € Z et b€ 7" alors -g- e Q donc /5€Q

Ce qui est absurde, donc: b= 0 d’ot ¢’ = 0 ainsi a = 0

Donc: a*—5hb=0=a=b=0 et par suite :

V(b)) €Z?);a—5b*=0=a=b=0

b) Montrons que (E ;+; X) est un anneau intégre
Montronsque : (V(M,N) € E*); MXN=0=>M=0 ou N=§6
ol @ est la matrice nulle (I’élément neutre de +)

Soit M et N deux éléments de E telsque: M X N =0 avec:

_[a b X y) 2 ey i
M—(Sb a) et N (Sy ¥ ol x; y; aetb desélémentsde Z

g Ll a b x y\_ {00
Mg MXN_6=(5b a)x(Sy x)_(O 0)
=='( ax+5by ay+ bx )=(0 0)
5(ay + bx) ax+ 5by 00
bx+ay=0
Dans le systéme (1), on considére que le couple (x;y) est Finconnue

T R
et a —5b
Si A # 0 alors la solution du systeme (1) est : (x;y) = (0;0)

Cest-a-dire: N=0
-SiA=0 alorsona: a = b = 0 (d’aprés la question 2) a) )
donc: M =0

Dou: N= 0 ou M= 6 et par suite (£ ;+;X) est un anneau intégre.

le déterminant du systéme (1) est: A =

3)a) Montrons que (F ; +) est un sous groupe du groupe (E ; +)
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eOna: FCEetF#¢car&€F pour x=y=0

Soit M et N deux élémentsde F ;ona:

%=y y)

MeF«:.(E(x;y)EZ);M=( 5 oy

o o 7y . L 2Z_t 4
etNEPﬁ(B(Z,I)Eﬁ),N ( 5¢ ZZ—I)
& Zx-—y y =Dzt =il
Donc: y+(—N) = G

o A e Vi el e
Syi=51 2 y=idz 1t

:(Z(x—z)—(y—t) S )
5(y—1) 2= = ()

Onpose:a=x—zetf=y—t,ona:acletBe’

20=8 -
S8 20—

doti: V(M:N) € F* ; M+ (—N) € F et par suite (F; +) est un sous-groupe
de (E;+).
b) Montronsque : VX E€E ; (VM EF); XXM€EF

Soit X unélémentde E et M unélémentde F ,ona:

etM+(—1\/):( );doncM+(—N)EF

XEE«:»EI(a;b)E?ﬁ";X=(a b)
5b a

2x—y y)

MeEF — 3(x;y) €7 ;M=( sy o

b 2%= YRy
donc: x x :(a )>< .
e 5b a Sy il =y

_(a(Zx“y)Jery ay+b(2x*y))
~\56(2x —y)+ 5ay Sby+a(2x—y)
_(thx-ay+5by ay+2bx-by)
~ \5(ay+ 2bx — by) 2ax—ay + Sby

On pose 8 = ay + 2bx — by et déterminons & tel que 2ax —ay + Shy = 2a-|
2ax —ay + 5by = 2a — 8 < 2a = 2ax — ay + 5by + ay + 2bx — by

= 2a = 2ax + 4by + 2bx

& & =ax+ bx+2by
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: ~(2a=8 8 ?
Donc.XXM—( 58 2a_3)0uanetBEZ

dou: (VX€EE);(VMEF); XXMEF

1) Montrons que A est un sous-groupe du groupe (M,(IR);+)
sOna: A#dcar LeEApoura=1leth=0

o Soit M et N deux élémentsde A,ona:

=2b a2b
a’ b )
=2b ah2h

MEA<:=>3(a;b)€R%M=( a A )

NEAt:»EI(a';b')ERZ;N=(

=az =l S ;
Ona: —N= (2b' Lokl est le symétrique de N dans (M,(IR);+)
b —a' _lb’
Donc: g+ (—N) = ¢ )+
M+ (=N) (—2!) a+2b (2b’ =0 2.6')

£l a—a b—b' )
—2(b="b") (a—a’)+2(b~-b")
Ona:a—ad e€Retb—b'eRdonc: M+(—N)e A

dou: V(M;N) € A* ; M+ (—N) € A , par suite A est un sous-groupe du
groupe (M. (R);+)

2)Montrons que : V(MM € A*; M XM €A

Soit M et N deux éléments de A tels que:

a b a’ b’ A r’ I .
M_(—Zb - Zb) et N_(~2b’ 2 +2b’) ou a, b, d' et b’ des réels.

a b a fofs
anas MXN‘(ﬁzb a+2b)x(vzb' a’+2b’,)

il ( ad’ — 2bb’ ab’ +d'b+ 2bb’ )
“\=2d'b—2ab’ — 4bb' —2bb' +ad' + 2ab’ +2d'b + 4bb’
2 ( ad' —2bb’ ab' +d'b+ 2bb )
“\=2(ab’ +a'b+2bb") (ad’ —2bb')+ 2(ab’ +a'b+2bb")

Onpose: @a=aa —2bb et B=ab' +d'b+2bb’ ,ona:aecRet BeER
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et:MXN:(a b )

=28 w78
donc MXNeEA ,dou: VIMN)eA*; MXN€EA
Par suite A est une partie stable de (M,(R) ;%)
3) a) ® Montrons que f est un isomorphisme de (A"; %) vers (C’; X)
e Montrons que f est un homomorphisme de (A"; X) vers (C"; x)

Soit M et N deux éléments de A * tels que :

i a b e b’
M_(—Zb a+2b) et N_(—2b’ a'+2b’)

avec (a;b:d ;b)) € R, (a,b) #(0,0) et (a’,b) #(0,0)
On a d’aprés la question précédente : M XN = M(aa’ — 2bb’; ab’ +a'b + 2bb)
Donc: f(MXN) = (aa’ —2bb’)+(ab’ +a'b+ 2bb") + i(ab’ +a'b + 2bb’)
=(ad +ab +a'b)+ilab +a'b+2bb)
etona: f(M)Xf(N)=(a+b+ib)x(a"+b +ib')
=ad +ab' +iab' +a'b+bb +ibb’ +ia'b+ ibb’ — bb
= (ad’ +ab’ +a'b)+i(ab’' +a'b+ 2bb)
Donc: V(M;N) € (A’ f(M X N) = f(M) X f(N)
d’ot f est un homomorphisme de (A" ; X) vers (C’; X)
» Montrons que f est bijectivede A" sur C
Soit z un élément de C’ , existe-t-il un unique élément M de A
telque: f(M) =z?
Ona: zeC = (3 (a;b) e R?)/ z=a+ib et (a;b) # (0;0)
= (A(a;b) € R?) /2= (a—b) + b +ib et (a;b) # (0;0)
= @MeA)I M=Ma—bb) et f(M)=2z
Donc f est bijective , d'oti f est un isomorphisme de (A" : %) vers (C";X)
b) Déduisons la structure de (A;+;X)
Ona:- (A;+) estun groupe commutatif,
- (C ;%) est un groupe commutatif et isomorphe a (A" ;%)

donc: (A ;X) est un groupe commutatif
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- A est stable pour les lois + et X dans (M,(R); +;X%X) et (M.(R);+;X%)
est un anneau unitaire donc X est distributive par rapport a + dans A.

D'ol: (A;+; X) estun corps commutatif.

Exercice &1}
1) Montrons que (F; +) est un sous-groupe du groupe (M, (R);+)
sOnaE#¢carIEF pourx=1ety=0

* Soit M et N deux éléments de F tels que :

o SRR
M=(xoy ; )etN=(x o f)a"ec(x;y;x';J")ER“

x+y D Sxe -ty
Ona: —N:(_xo_)” —x_’{y') est le symétrique de N dans (M, (R);+)
: x+ —x' =y -y
Donc.M+(—N)=( Oy x-{-y)+( 0 4 —x’{y')
=((x—x’)+(y—y') =y )
0 (x=x)+(—y)

Onpose: x" =x—x"et y" =y—y,ona: (x",y") e R
x’ +y.|? yﬂ'

£ M+(_N)=( Qas iRty

) donc M+(—N)€EF

dot: V(IM;N) € F? ; M+ (—N) € F cela signifie que (F ;+) est
un sous-groupe du groupe (M. (R);+)

2) Montrons que (F ; +; X) estun anneau_commutatif unitaire

¢ D'aprés la question 1) ,on a: (F ;+) est un sous-groupe du groupe
commutatif (M. (R);+), donc (F;+) est un groupe commutatif.

* Montrons que X est une loi de composition interne dans F

Soit M et N deux éléments de F' tels que :

M= x:)-y xj’-y et N= x(-;-y x,iy, ou (x,y,x",y) R
YOy e AN
Ona:MXN—( 0 jrer)X( 0 x’+y’)
¥ ((x Y& +y) xt+y)y +y(x +y’))
0 (x+y)" +y')
_(xx’+xy’+x'y+yy' xy -+ yx' + 2y )
i 0 xx' +xy +x'y+yy
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_ (G —yy) + Gy’ +x’ +2yy) xy' +yx’ + 2y’ )
0 Cex’ —yy") + oy’ +yx" + 2yy")
Onpose: X=xx"—yy et Y=xy +yx'+2yy ,ona: XeR

5, e 3 Ry
0 X¥Y

Donc: VIM,N)EF* ; MXNEF

et YER et M><N=(

D’oll X est une loi de composition interne dans F et puisque F C M,(K)
et (M,(R);+;X) estunanneau alors X est associative et distributive par
rapport 3 + dans F; Par suite (F ;+;X) est un anneau.

eOna /€ F et ] estlélément neutre de laloi X dans M:(R), donc 7/ est
I'élément neutre de la loi X dans F d’ou (F ; +;X) est un anneau unitaire.

e La loi X est commutative (vérifier le )
Donc: (F ;+:X) est un anneau commutatif unitaire.

3) Déterminons les éléments inversibles dans (F'; X)

i S B G o y2
SthunelementdeFtelque.M«—( 0 x+y) avec (x;y) e R
xty vy )
Ona: detM= =(x+y)’
na: de il (x+y)
donc: detM=0e= (x+y)’=0
= y=—x

D’oli : M estinversible dans M. (R) si et seulement si y #—x et son inverse

A = 1 Xer ) =Y

est: M (x+y)2( 6 -x—l—y)

On pOSE' xr:x+2y et y’ =— ona: M"lz_____[_‘_.__ x’+y’ y’ )
' S PN G\ 0 X +y

Donc: M '€ F , d’ou tout élément M(x;y) de F tel que y #—x est
inversible dans (F'; X)
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Exercice &1

1) Montrons que (F ;+) est un groupe commutatif

Ona F'c Ma(R) et (M,(R);+) est un groupe commutatif

donc il suffit de montrer que (F ; +) est un sous-groupe du groupe
(M:(R);+)

eOna: F#£¢car[eF pourx=1et y=0

+Soit M et N deux éléments de F tels que :

!

_[x Zy) _(x 2}*’) 2o o ; ;
M (_y - et N s avec (x;y;x;y)eQ
—x o=y A
Ona:—=N= Syl est le symétrique de N dans (M, (R);:+)

donc:M—I-(—N):(x 2y)+(_x’ _2}:):(5‘5_", 2()"}:))
Y S = Yeayie N

Ona:x—x'€Qety—y e€Qdonc: M+ (—N)EF

Dou: V(M;N) € F* , M+ (— N) € F, par suite (F;+) est un sous-groupe
de (M:(R);+) ,donc (F;+) estun groupe commutatif.

2) Montrons que (F ;+;X) est un anneau commutatif unitaire

sOna: (F:+) est un groupe commutatif

» Montrons que la loi X est une loi de composition interne dans F

Soit M et N deux éléments de F tels que :

B 2)7) _(x' 2}”) . S ol Sy
K (_V 9,3 et N y’ x" ou (x!yax 1)’)(_@
x Zy) % (x’ 2)”) Ll (xx' + 2yy" 2xy" + 2yx’)

Ona: MXN= SR . : ’ '
(y X Y yx +xy  2yy +ax

Onpose: X =xx'+2yy' et Y=yx +xy
X 2Y
Ona: XeQ,YeQet MXNE(Y X’) donc: MXNeF
Donc: (V(M;N) € F?); MX N € F cela signifie que la loi X est une loi de
compositon interne dans F'.

puisque (M, (R);+;X) est un anneau et les deux lois + et X sont des
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lois de composition internes dans / alors X est associative dans /' et X est
distributive par rapport a + dans F, donc (F ; +;X) est un anneau.

Ona: /€ F et ] est’élément neutre de la loi X dans (M. (R);X) donc I
est I'élément neutre de la loi X dans F
D’ou (F ;+; X) est un anneau unitaire
» Montrons que la loi X est commutative
Soit M et N deux éléments de F tels que:
%29 % 2y
M=( )etN=(,,)0L‘1-;;’;’E"
¥ e (x595x 5y)EQ
r +2 ’ Zx ’+23[’
On a d’apres ce qui précede : M XN = xx’ ),)y y, ,y
Xy ay- xx +2yy
etona: N)(M:(x’ Z}i)x(x Zy)
y x Yox
_[x'x+2y'y 2x'y+2y'x
yx+x'y 2yy+x'x
’ + 2 !’ 2 ! + zxf
(=2 2y

xy txy xx +2yy
Donc: V(M,N)€ F* ; MXN=NXM,doulaloi X est commutative dans
F, par suite (F;+:X) est un anneau commutatif unitaire.
3)a) Montronsque V(x;y) €@’ ; ¥’ =2y’ e x=y=0
¢ Si x =y =0 alors x’ = 2y’ est une proposition vraie.
* Supposons que : x> = 2y’ avec x € ( et y € (), montrons que x =y =10

On suppose que: y # 0

Ona: x> =2y x_zzg
: y=="‘yz

—|%|=v2
Ona:xe€Q et ye Q donc |'§"|E@
d’oti : 2 € Q ce qui est impossible par suite y =0 donc x = 0
Ainsi: Vix; ) e Q8 =2y e x=y=0

b) Montrons que (f . 4 . x) est un corps commutatif
°*Ona (F:+:x) estunanneau commutatif et unitaire, donc il suffit de
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montrer que tout élément de F différent de O, admet un inverse dans F .
Soit M un élémentde F—{0,} telque: M= (; 2;) avec (x;y) e @’
et (x;y) #(0;0)
Ona: detM=x*—2y’ ; donc: detM =0 e x’—2y*= 0

—% =50

= M=0
doti: (YM E F); M # O, = detM + 0 , par suite tout élément de F\{0.}
est inversible dans M, (I®)

* Montrons que M ' € F

Ona:M"'z—i-—l—-?(x —Zy)
X*Zy =i
Onpose: X=xetY=—y,ona XeQetYe
X 2Y
iz ISR ZY), S S R R A
et M—Xg_zyz(y ¥ c'est-a-dire M = y X
FE—=yi Y — 2y

donc: (VM eF—{6.});M'eF

Dott (F ;+;X) est un corps commutatif

¢) Résolvons dans F I"équation: (X € F); X*—4X+3L =6,

Soit X € F ,ona: (F;+;X) est un corps donc c’est un anneaux intégre d’ou :

X'—4X+3L=0,= X—LN(X-3L)=0,
—=X—-L=0,0u X-3L,=0,
= X=5Lou X=3L
Ona: LEF et 3L F donc: Sy ={h:35L}
bercice £38
1) Montro-r;s que (E s ><) est un corps commutatif
* Montrons que (E ;+) est un groupe commutatif
Ona (M.(R);+) est un groupe commutatif et E ¢ M,(R)

donc il suffit de montrer que (E ; + ) est un sous-groupe du groupe
commutatif (M,(R):+)
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eOnaE#¢car LeEpourx=1lety=0
: S , by Ay
-Soit M et N deuxélémentsde F telsque: M= s
x" +y 3y') R
et N= oo Yavee (x ysaly)e R
_I_ ! _1?
Ona:—NZ( i ’y ,‘y
bEE S

Donc:M+(—N)=(x+y 3y )_,_(_x'i}” —’3}” )
=y XY y =% +y

=((x*x')+()’*y’) 3(y—y) )

=b—y) =% ) ==

,) est le symétrique de N dans (M, (R);+)

Onpose: X=x—x'etY=y—y ,ona: XeER;YeR

X+Y 31/)

o AN ey

donc: M+ (—N)eEdou: VIM;NeE ; M+(—N) ek,

par suite (£ ;+) est un sous-groupe du groupe (M, (R);+) ainsi (E;+) est

et M+(—N)=(

un groupe commutatif.
* Montrons que la loi X est une loi de composition interne dans E
Soit M et N deux éléments de E tels que :

+ 3 I+ ’ 3!‘
M=(x 4 y)et N=(x ,y 'y ,)avec
Y R R il N

i MxN:(xwLy 3y )x(x Y )
g s o) T X
: ( (x+y) (" +y) =3y 3y (x+y)+3y(x —y’))
=y Y ) =y Gy =8y )t —y)
N, (xx’ +xy' +yx" — 2y 3(yx" +y'x) )
B —(yx’ +y'x) (e’ — 29y} — "+ %)

Onpose: X=xx'—2yw etY=yx'+yx,ona: XeR,YeR

X+Y 3Y )

) 4 —
et MXN (—y Y-y

donc: V(M;N) € E* ; MX N € E dou la loi X est une loi de composition
interne dans £.
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Ona: (M:(R);+;X) est un anneau, donc X est associative dans F et X
est distributive par rapport a + dans £, d'ou (£ ;+;X) est un anneau.

*Ona: I, est’élement neutre de la loi X dans (M,(R);X) et LEE ,
donc /, est I'élément neutre de X dans E

d'otr: (E;+;X) est un anneau unitaire.

o Vérifier que: NX M= MXN pourtout M et N de E

Donc la loi X est commutative dans £

D'ou (E ; +;X) est un anneau commutatif unitaire.

* Montrons que tout élément de E différent de O, admet un inverse dans E.

Soit M un élément de E—{0,} tel que:
_[xt+y 3y : 2 ) ]
M—( s x—y) avec (x;y) € R* et (x;y) # (0;0)
x+y 3y
b e e
Puisque (x;y) # (0;0) alors x* + 2y” # 0 c'est-a-dire : detM # 0, donc M
est inversible dans (M, (R) ;%)

Ona: detM =

=x2_y2_i_3y2=x2+2y‘2

sMontronsque : YM e E—{0O:.} ; M'€E

e e [l =3
Ona: M x2+2y’( y x+y)
Onpose: X=xetY=—yona: (X,Y)e R

el 1 X =3y At
et'M_Wf+2f( _y X_y)dcncM ek

dou: (VMEE—{0:}); M €E

Par suite (E ;+;X) est un corps commutatif

2) » Montrons que f est un homomorphisme de (£ ;%) vers (C; X)
Soit M(x;y) et M(a;b) deux éléments de £

Ona: AM(x;y))=x+ fyx/i et AM(a:b))=a+iby2

etona: (x+ivy2) X (a+iby2) = (ax — 2by) + i(bx +ay)y2

Donc: AM(x;y)) X AM(a;b)) = (ax— 2by) +i(bx + ay)y2
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etona: M(x:y) X M(a;b) = M(xa — 2yb ; xb + ay)

donc: AM(x:y) X M(a;b)) = fAM(xa — 2yb ; xb + ay))
= (xa—2yb) + i(xb + ay)ﬁ'
d'oli: VM(x;y) € E;VM(a;b) € E
SIM(x:y) X M(a;b)) = fiM(x;y)) X f{M(a;b))
Ainsi f est un homomorphisme de (£ ; %) dans (C; %)
e Montrons que [ est bijective
Soit z€ C telque: z=a+ib avec (a;h) € R?

Ona: z=x+iy‘/§¢=oa+ib=x+fyx[2_
X=d
= =L=£Q
e

Donc: (Vze C)3A!(x;y) € RY)/z=x+iyy/2
cest-a-dire: (Vz€ C);(3M(x;y) €E) | AM(x;y)) =z
D'ols f est bijective, par suite f est un isomorphisme de (£; X) sur (C; %)

b) Montrons qu'’il existe deux suites (@,) et (/.) telles que :
(Vvne N'); K"=M(a,;B.)

Soit n€N" ,ona: f(k") =(f(K))y = (f(M(l“/zZ)))

— (1 + f)" e (v/")ne,-_ﬂ_{
=2 "c.os( i )+;(\/—)’ bm(ﬂf)

=Wy eos( )it ()2
— A (/27 cos(2): W2 o (1))

et puisque f est bijective de £ sur C alors :

= m{(/2Y cos(L), WAL i (2

(vn e N');a, = (y2) cos( "

4
Donc: s
(vneN'); 8, = (‘/_2)__,Sln(n )
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)") Espace vectoriel réel

A) Loi de composition externe a opérateurs dans R :

Soit £ un ensemble non vide

Toute application définie de RXE dans E est appelée une loi de
composition externe définie sur £ et a opérateurs dans K.

Uimage d’un couple (¢;x) de R X E est notée a.x

B) Espace vectoriel réel
1) Définition: 1

Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne notée + et
d’une loi de composition externe notée « quia chaque couple (¢;x) associe
de RXE, l'élément a.x de E.

On dit que (E ; +;¢) est un espace vectoriel réel si les propriétés suivantes

sont vérifiées :

¢ (F; +) est un groupe commutatif

o (V(e;:8) e R?);(Vx €E) ; (a+B)x=ax+Bx
s (VaeR)(V(xy) EE?) ; a.(x+y)=ax+ay
s (V(a;B8) € R)(Vx €E) ; a.(Bx)=(aB)x

o (Vx€E); lx=x
- Les éléments de E sont appelés des vecteurs, et les éléments de R sont
appelés des scalaires.

-Un élément x de E est noté x

2) Regles de calcul dans un espace vectoriel réel:
Soit (£ ;+:+) un espace vectoriel réel
Pour tous x et y de E ettous @ et B de R, ona:
¢ 0x=0 e a20=0 e (= Dx=—x%
o (—a)x=a(—x)=—(ax) ca(x—y)=ax—ay
s (a—pB)x=ax—px
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3) Combinaisons linéaires :

< Définition: ™
Soit (35. ;353;....;35,.) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel réel
(B39
On dit qu’un vecteur x de E est combinaison linéaire des vecteurs
de la famille (;u;;z; ...xn) s'il existe des réels @, ;@ ... @, tels que:

xX=ax1ta@x:t ...t a, X

e

Notation: La famille (%, x5; ...; x,) se note aussi {xi;%2; ... X, }

< Famille génératrice d’un espace vectoriel reel _“
On dit qu’une famille (x1; x> :...;x.) de vecteurs d’un espace vectoriel réel
(E; +;+) est une famille génératrice de E si:

(Vx € E):;(F(@; @2 ..;2.)ER) ; x = a1 %1+ oz + oo + @ X
Autrement dit :

tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs xi:x2:....x»

4) Indépendance linéaire (Famille libre) :

< Définition: ™
° On dit gu’une famille @ ;Ez;....;fa) de vecteurs d’un espace vectoriel
réel (E;+;e) est une famille libre si:
(V(ay;ar...a) €eR);axi e+ .. tax.=0=0=a,=..=a,=0
Dépendance linéaire (Famille liée)
* On dit qu’une famille (x:; x2;...;x.) de vecteurs d’un espace vectoriel

(E;+;+) est une famille liée s’il existe des nombres réels @,;@;;....; @,

non tous nuls tels que : X+ @xat .t @,x.=0

< Propriété ™
Une famille de vecteurs de E est liée si et seulement si I'un de ses
veteurs est combinaison linéaire des autres

Attention : Si une famille est liée alors elle n’est pas libre.
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5) Base d’un espace vectoriel réel:

On dit qu’une famille (¢1;¢2;...;¢.) de vecteurs d’un espace vectoriel réel
(E;+;+) est une base de E si:

(Vx e E)X;(AUa ;@:;..;a) ERY) ; x=ae+are:+a,en

s Les nombres @, ;@ ;....; @, sont appelés les coordonnées du vecteur x

danslabase B=(e::¢2;...;€x) eton écrit x(a;@s;....; @)

. ¢.) de vecteurs d’un espace vectoriel réel
([; +:+) est une base de E si et seulement si elle est a la fois libre et

génératrice de [

8) Dimension d’un espace vectoriel

Si un espace vectoriel réel £ admet une base ayant n éléments, alors
toute autre base de £ contient n éléments.

Uentier naturel 7, nombre commun des éléments de toutes les bases de £
est appelé dimensison de E et on écrit: dimE = n

Propriété 1 : Soit £ un espace vectoriel de dimension 2 et B=(7 : ) une
base de E et (4 ;v) une famille de vecteursde £ ,ona:
((z :v) est une basede E) « ((« ; v) est une famille libre de E)
& ((u ;v) est une famille génératrice de E
o det(u ;v)#0
Propriété 2 : Soit £ un espace vectoriel de dimension 3 et B= (i : j : k)
une base de E et (1 ;v ; w) une famille de vecteurs £ ,ona:
(4 :v ;w) estune basede E «((u ;v ;w) est une famille libre de E)
& ((u ;v ; w) estunefamillegénératricede E )
e det(W ;v :w)#0
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Propriété caractéristique d’un sous-espace vectoriel réel

Soit (E;+;+) un espace vectoriel réel et F une partiede E.

F' est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si :
—-F#¢

{—(V(af B eER)(VE ;Y EF);a.(X+By)EF

" Exercices d’application
| Exercice &%
Soit (£; +;-) un espace vectoriel réel de dimension 3 et {t\;ut>} une famille
libre de k.
On pose: S={u e E/Aa;B) € R*u= au,+ Bu:}

—_ -

Montrer que: u &S  {u;u»u } est une famille libre.

| Exercice £F

Dans I'espace vectoriel réel (R* +;-) , on considére les vecteurs:
u=1(2;1); v=(6;3) et w=(1;3)
1) a) Montrer que la famille (i;v) est une famille liée.
b) Montrer que la famille (v,w) est une base de I'espace vectoriel
(R% +;-)
c) On considére le vecteur 7 =(5;0)
Ecrire 7 comme combinaison linéaire des vecteurs v et w
2) On pose: E={(x;y) € R*/y = 2x}
Montrer que (F; +;-) est un espace vectoriel réel et déterminer dim E.

| Exercice £73
On considére I'ensemble E défini par: E = {(x;y;z) e R*/x—y+3z=0}
1) Montrer que (E; +;-) est un espace vectoriel réel.
2) On considére dans espace vectoriel réel (E;+;) , les deux vecteurs:
e1=(1;1;0) et e2=(0;3;1)
a) Montrer que (ei;e2) est une famille génératrice de I'espace vectoriel
(B;+;-)
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b) Montrer que (¢:¢,) est une famille libre de I'espace vectoriel (£. +;.)

¢) En déduire dim F

| Exercice &1
On considére I'ensemble: E = {(a;a;b)/(a;b) € R*}
1) Monter que (E; +;-) est un espace vectoriel réel

2) Déterminer une base de 'espace vectoriel (f: +;.)

Exercice &5

Dans I'espace vectoriel réel (M.(R); +:-) , on pose:

(2l

1) Montrer que (/;A) est une famille libre dans (M,(R); +;-)

e |~ e 208! . 2
2) On pose: E {( - 3x+y}|f(x,y)el!%}

Montrer que ([E: +;-) est un espace vectoriel réel de dimension 2

L Solutions
Exercice £7] ]

o Montrons que : u &S = {u;us;u } est une famille libre:

On suppose que # &S et montrons que {u;u;u } est une famille libre.
Soit (:B:7) € R tel que : aw + B +yu=0

Supposons que : ¥ # 0, donc: E=—?E—?u_;

Clest-a-dire: u € S, ce qui est absurde caron a : uZs donc: 7 =0
Onadonc: au + BEZ = (), puisque la famille {u;;u } est libre alors :
a=p=0.

D'oli: @ = B =7y = () et par suite la famille {u;u>;u } est libre.

s Réciproquement : supposons que {u;uxu } est une famille libre

et montrons que : 4 &ZS

Supposons que : € S, donc: ((a:B) € R?):u = au, + Bu:
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cela signifie que : {u;uxu} est une famille liée, ce qui est absurde car
{u;:u>;1 ¥ est une famille libre.

Donc : u&S et par suite, on a : u&S « {u;us;u § est une famille libre.

Exercice ££7
1) a) Montrons que la famille {u;v } est liée:
Ona: v=(6;3)=3(2;1)=3u donclafamille {u;v} est liée.
b) Montrons que la famille {v:w} est une base de I'espace vectoriel réel
(R +;):
Soit (a;b) € R? telque: av+bw =0
Ona: av+bw = (6a;3a)+ (b:3b) = (6a + b;3a + 3b)
Donc: av+bw=0=6a+b=0 et 3a+3b=0
=6at+tb=0eta=—b>
=5=0eta=-»
=2a=0etb=0
D'ou : la famille {v;w } est libre.
Puisque dimR* = 2 alors la famille {V:w } est une base de I'espace vectoriel
réel R*.
Remarque : On peut aussi montrer la famille {v;w } est une famille génératrice.
En effet : Soit X = (x;y) un vecteur de R?, existe t-il deux réels @ et £ tels
que: X=av+Bw?

Ona: X=av+ fBwes (x;y) =(6a+ B;3a+38)
" 6a+p=x
3a+38=y
—15a=y—3x
1
Tlet+B=73y

362 if'." Structures algébriques
i



‘[a': ¥ 15Y

= 1
B=3y—a
= At
4:,‘["-"5 157
| | 1
B=3y—zxt+{sy
o LU
ﬁz—§x+-5—y

Donc : (VX € R?);(3(e;8) € R?); X = av+ Bw , cela signifie que la famille
{v;w} est une famille génératrice dans I'espace vectoriel réel R? et puisque

dimR* = 2 alors {v;w } est une base 'espace vectoriel réel R*.
c) Ecrivons le vecteur 7 comme combinaison linéaire des vecteurs v et v
Soit (x;y) € R? tel que: 7=xv+yw

Ona: f=xp+ y_v:c:r(6x+y;3x+ 3y) =(5;0)
6xt+ty=5
—
x+y=0

y=—x
—
Sx=5
=x=lety=—1
Dou: f=v—w et cela signifie que 7 est une combinaison linéaire des

vecteurs v et w.

2) Montrons que (F:;+;¢) est un espace vectoriel et déterminons sa

dimension 2 :

Ona: EC R? et (R% +;+) est un espace vectoriel réel

donc il suffit de montrer que (E; +: +) est un sous-espace vectoriel de 'espace
(R +;).

-Ona: 0=0(0;0)eE pour x=y=0,donc: E# ¢

-Soit @ = (x;y) avec y = 2x et b =(x";y’) avec y’ = 2x’ deux éléments de
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E, et a et B deux nombres réels.
Ona: aa+ b= (ax+ Bx';ay+ By)

= (ax + Bx’;20x + 2Bx") = (x";y")
telque: x" = ax+ Bx’ et y' = 2ax+28x" = 2x"
Donc: aa+ Bb € E

E#¢
v(e;8)eR?*;vV(a;b)€E aa+BbEE

Dol : {
Cela signifie que E estun sous-espace vectoriel de 'espace R?, donc (E; +;+)
est un espace vectoriel réel.
- Déterminons dim£E':
e Soit X =(x;y) unvecteurde E,ona: X =(x;y)=(x;2¢) = x(1;2) = x.e
ou ¢(1;2).
Donc la famille {¢ } est une famille génératrice de E.
o La famille {¢ } est une famille libre de E (vérifier le).
Donc: {¢ } estune base de £, d'ou dimFE = 1.
Exercice &7
1) Montrons que (F; +;+) est un espace vectoriel réel :
Ona: E C R et (R?; +; «) estun espace vectoriel réel, doncil suffit de montrer
que E est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel réel (R +;-).
-Ona: E# ¢ car (0;0;0) € E
-Soit (x;y;z) € E alors x—y+3z=0 e Soit (a:b;c) € E
alors a— b+ 3¢ = 0 et soit @ et S deux nombres réels, on a :
a(x;:2) + Blasbyc) = (ax; ay;az) +(Ba; Bb; Bc)
= (ax + Ba;ay + Bb;az + Bc)
Puisque :
ax+ Ba—(ay+ Bb)+ 3(az+ Bc) = ax+ Ba— ay— Bb+ 3az+ 3B¢c
=a(x—y+3z2)+Bla—b+3c)
=0
Alors : (ax + Ba;ay + Bb;az+ Be) EE
Clest-a-dire : a(x;y;z) + B(a;b;c) EE
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Donc: (V(X;Y)e E*)(V(a;B) e R ;aX+BYEE
D'ou: £ est un sous-espace de I'espace vectoriel réel (R +;+).
Parsuite : (E£; +;+) est un espace vectoriel réel.
2) a) Montrons que {Z;(_e;} est une famille génératrice de I'espace vectoriel
(E;+;0):
Soit (x;y;z) un élémentde E,ona: x—y+3z=0 cest-a-dire: y=x+3z
Donc : (x;y;2) = (x;x + 3z2) = (x;x:0) +(0; 3z;2)
= x(1;1;0) + 2(0;3; 1) = xe; + zex

D'oli : (x:y:z) est une combinaison linéaire des deux vecteurs ¢, et e .
Par suite : (Vu € E);(3(x;y) € R?);u = xe, + ye,, cela signifie que {e;e:}
est une famille génératrice de I'espace vectoriel (£;+;¢).
b) Montrons que la famille {¢;;e.} est une famille libre de I'espace vectoriel
(Byt5e)s
Soit @ et 8 deux nombres réels tels que : @e, + Be: = 0
Ona: @e + Be; = 0= a(1;1;0)+ £(0;3;1) = (0;0;0)

= (a;a+38:8) =(0;0;0)

[@=0
={a+38=0
18=0

=2a=8=0
Donc : (V(x;y) € R ;e + Be:=0= a =B =0 cela signifie que {e;:e}
est une famille libre de I'espace vectoriel £.
¢) Déduction :
la famille {E'T;E;} est a la fois une famille libre et génératrice de |'espace
vectoriel £, donc: {e;e.} est une base de E et puisque Card{e;e;} =2

Alors : dimFE = 2

Exercice &1

1) Montrons que (F;+; ) est un espace vectoriel réel :

Ona: ECR et (R +;+) est un espace vectoriel réel, donc il suffit de

montrer que (E;+;+) est un sous-espace vectoriel de (R +;+).
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-Ona: E# ¢ car (0;0;0) € E poura=b=0
-Soit (a;a;b) et (a’;a’;b") deux éléments de E avec a, b, a’ et b’ sont des

nombres réels; @ et S sont des réels aussi, on a :
a(a;a;b) + B(d';d';b') = (aa;ea;ab) +(Bd'; Ba’; BI)
=(aa+ Ba’;ea+ Ba';ab + Bb’)
=(a";a";b")
oud =aa+Bd et b’ =ab+ Bb
Ona:a"€Retb"€R,donc: (a";a";b") EE
D'ou :
(V(a;8) € R*)(Y((a;a0;:b)(a'sa';0")) € E?) s a(asasb) + B(a'sa’;b)) € E
Cela signifie que (F;+;+) est un sous-espace vectoriel de (R* +;) et par

suite (E; +;+) est un espace vectoriel réel.
2) Déterminons une base de 'espace vectoriel (E; +;¢):
» Soit # un vecteur de I'espace vectoriel £,ona:
UEE s Ia;b) e R?;u=(a;a;b)
s a;b) € R*;u=a(1;1;0)+ b(0;0;1)

En posant: ¢, =(1;1;0) et &, =(0;0;1),0na:

(Vue E);(3(a;:b) € R?: ) u = ae, + be,
Donc la famille {e;e:} est une famille génératrice de l'espace vectoriel
(B +;°).
o Soit (a:8) € R? tel que : @& + Be, = 0
Ona: g + fe, = 0 = (a;2;0) +(0;0; 8) = (0;0;0)

= (&;0;8) = (0;0;0)
sa=0etfB=0

Donc la famille {e;:e;} est libre.

Dol : {e;;e; } esta lafois libre et génératrice de (E; +;+), par suite {e;;e:} est

une base de I'espace vectoriel réel (E;+:+).
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1)Montrons que (A;7) est une famille libre de (. Z(R); +;¢):
Soit (2;8) € R? tel que : @I+ BA = O, ot O, est la matrice nulle

| 3 00
cest-a-dire : O, = (0 O)

1 0 —2 2 00
0 . =0, —
na:al+pBA=0 =>a(0 1)+£(2 3) ({ 0)

)
@(a;ﬁzﬁ aiiﬁ)z(g 3)

{0—245‘:0
“128=0
sa=£=0

Donc la famille {£;A} est une famille libre de (.4 (R); +;+).
2) Montrons que (E; +;+) est un espace vectoriel de dimension 2:
Onremarque : (VM € E);(3(x;y) € R?); M = xl + yA
Soit M et N deux élémentsde E et @ et f deux élémentsde R,ona:
vIxy) e R*; M= xI+yA
Axsy)e R N=x"1+y'A
Donc: aM + BN = a(xI+ yA)+ B(x'I+y'A)
= (ax+ Bx) I +(ay+ By)A
Onpose: x" = ax+ Bx’ et y" = 2y + 2y
Donc: (A(x;y) € R?) ;@M + AN = x"I+y"A celasignifieque: (aM+ BN) € E

JE#¢carO. € Epourx=y=0

Ona: :
" \V(M:N) € BV (a:B) € R2:aM+ BN € E

Donc : (E:;+;+) est un sous-espace vectoriel de |'espace vectoriel réel
(#(R);+;+) et par suite (E; +;+) est un espace vectoriel réel.

* Déterminons dim £ :

Ona: (VM e E)(A(x;y) € R?); M=xI+yA

Donc la famille {/;A} est une famille génératrice de I'espace vectoriel réel

(E:+;+) et puisque {/;A} est une famille libre alors {/;A} est une base de
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I'espace vectoriel réel (E; +;+) dot: dimE = 2

" Exercices de synthésesf
| Exercice &7/

a <b L
3 a_Zb)f(a,b)ER

On considere I'ensemble E définipar: E = {M(a;b) ~ (
et I'application f définie par:
E*_.(C*

M(a,b) —(a—b)+iby2
ou: E =E\{0.} avec O, est la matrice nulle
1) Montrer que: V(a;b;c;d) € R ;

M(a;b) x M(c;d) = M(ac — 3bd;ad + be — 2bd)
2) a) Montrer que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque /'
b) Montrer que f est un homomorphisme de (E"; X) vers (C'; X)
3) a) Montrer que (F;+; X) est un corps commutatif
b) Résoudre dans I'ensemble F I'équation: X* = M(—1;0)
c) Soit M(a;b) un élément de E’
Déterminer (M(a;b))”

| Exercice &1

Soit A une matrice carrée d'ordre 2 telle que: A*=1
1) Montrer que: (Van e N*) ; (A+1)'=2""(A+1])

2443 - 1
: : : D= 2 2

2) Soit B la matrice suivante: B = 1 A_‘/i
a) Calculer (B—1) 2

b) En déduire B" ol n € N’

| Exercice &L
Soit A et B deux éléments de M,(IR) tels que:

1 1
A=101 1| etB=
g 01

oo O
[ B Ty
o =

1
1
0
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1) Calculer B*

)) a) Vérifier que: A= L+ B ou I est la matrice unité dans M;(R)

b) En déduire 'expression de A" en fonction de 7 avec n € N"\ {1}

3) a) Vérifier que: A’ —3A’+3A =1

b) En déduire que A admet un inverse dans (M;(R); +; X) a déterminer.

(Exercice €]

Soit /,A et B des éléments de M;(R) tels que:
1 00 001 010

=101 0|, A=(1 O 1|{etB=[01 1
001 010 1.0 1

1) a) Calculer: A*, B*, BA et AB puis vérifier que: A*=A+/
b) En déduire que la matrice A admet un inverse dans (My(R); +; %) a
déterminer.

2) On considere I'ensemble £ défini par:

[ X z Yy
E={M(x;y;z) =|y x+z y+z|l(x;y;2) € R}
l z Yy Xtz

a) Montrer que (%; +) est un groupe commutatif
b) Montrer que E est une partie stable de (M;(R); X)
¢) Montrer que (/; +; X) est un anneau unitaire.

Exercice /51

On définit sur & , les deux lois de composition internes * et T
par: —V(x;y) R ; xxy=x+y—1

~V(xy)e R ; xTy=x+y—xy

Soit f et g les deux applications définies par:

fR—R gR — R\{1}

x—x+1 et X—1—x
1) a) Montrer que f est un isomorphisme de (R; +) vers (R; =)

b) En déduire la structure de (IR; )
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2) Montrer que g est un isomorphisme de (R'; x) vers (R\{1};7)

3) Montrer que (R; #;7") est un corps commutatif

(Exercice £73

On pose: A = 1 ] ou b est un nombre réel non nul
0
1
0

1 0
et B=A+7] avec I=|0 0
0 1

1) a) Calculer B’ et B’

b) Vérifier que: (/—B)(I+B+B*)=1

c) En déduire que A admet uninverse A™' a déterminer

2) Soit E V'espace vectoriel engendré par la famille (7:B;5%)
a) Montrer que (Z;B;B*) est une famille libre

b) En déduire que (/;B;B*) est une base de E puis en déduire dim E.

Soit / et A deux éléments de M:(R) tels que:
=10 2 100

A=[0 1 0] et I=(01 0
2 20 001

1) a) Montrer que: A’ = 5A -4l

b) Montrer que la matrice A admet un inverse A" a déterminer

2) On considére 'ensemble: E = {xI+ yA + zA*/(x;y;z) € R*}

a) Montrer que (E; +;-) est un espace vectoriel réel

b) Montrer que la famille (/;A;A?) est une base de I'espace vectoriel réel
(E;+;°)

3) a) Montrer que E est une partie stable de (M;(R); X)
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b) Montrer que (E; +; X) est un anneau unitaire

()Onpose: N=I1+A

Déterminer les coordonnées de la matrice N’ dans la base (/;A;A?)

iercice 28
Soit / et A deux éléments de M, (R) tels que:
003 100
A=[1 00| et I=|{01 O
010 001
1)a) Calculer A*, A® puis A" en fonction avec n € N” (discuter suivant les
restes de la division euclidienne de n par 3)
b) Montrer que la matrice A admet un inverse A™' a déterminer
2) On considere I'ensemble: E ={al+ bA + cA’/(a;b;c) € R*}
a) Montrer que la famille (7;A;A?) est libre dans I'espace vectoriel réel
(M.(R); +;°)
b) Montrer que (E:+; X) est un espace vectoriel réel de dimension 3.
3)a) Montrer que (E;+; X) est un anneau commutatif unitaire.

b) Calculer le déterminant de la matrice —%/3 A +A” . (E;+; X) est-il un

corps?
(bercice £2%
011
Soit la matrice A telleque: A=|1 0 1
110

On considére 'ensemble: E = {x/+ yA/(x;y) € R*}

1) a) Montrer que (E; +;-) est un espace vectoriel réel.

b) Montrer que: (Va € R) ; A = al, puis en déduire que la famille (;A)
est une base de I'espace vectoriel réel (. +. )

2) Vérifier que: A* = A+ 21 , puis en déduire que A admet un inverse A™

etque A" € E.
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3) a) Montrer que F est une partie stable de (M (R); X)
b) Montrer que (F; +; X) est un anneau unitaire commutatif.

4) a) Montrer que I'équation: X’ = X ; X € E admet quatre solutions: O/,

et deux autres matrices gu'on note P et Q.
b) Calculer PX Q. P et Q sont-elles inversibles dans (E; X) ?
c) Montrer que la famille (P7;Q) est une base de l'espace vectoriel réel

(E;+;-)

L Solutions __J

fin T,

Exercice

1) Montrons que :
V(a,b,c,d) € R ; M(a;b) X M(c;d) = M(ac — 3bd ; ad + bc — 2bd)

Soit M(a;b) et M(c;d) deux élémentsde F,ona:

MapsMad) - (;b a:};b) x (3Cd c:id)

_( ac — 3bd —ad — b(c — 2d) )
~ \3be +3d(a—2b) —3bd+ (a—2b)(c — 2d)
_( ac — 3bd —(be + ad — 2bd) )
" \3(be+ad—2bd) ac+ bd—2ad— 2bc

Onpose: X =ac—3bd et Y=bc+ad—2bd ,ona: (X;Y) e R?

et: X—2Y=ac —3bd — 2bc — 2ad + 4bd
=ac +bd— 2bc — 2ad
Donc : M(a;b) X M(c;d) = (3); X—};}’)
D'ou VM(a;:b) €E ; VM(c;d) e E ,ona:
M(a;b) X M(c;d) = M(ac — 3bd ; ad + bec — 2bd)
2) a) Montrons que f est bijective et déterminons sa bijection réciproque /'

Soit z& €’ , tel que z=a +ib avec (a;b) € R* —{(0;0)} , existe -t-il un
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couple (x;y) de R>—{(0;0)} tel que: AM(x;y))=z2?

Ona: fiM(x;y)) =z« (x—y)+iyy2 =a+ib
ﬁ{x—y=a
wW2=b

b
x a+ ——
\/2

o

)
Donc: (Vy e C);(3(x;y) € Rz—{({);ﬁ)})ix—y-i-iyﬁ =a+ib
cest-a-dire : (Vz€ C');(AMx;y) € E") | f(M(x;y)) =z
Cela signifie que f est bijective de £ sur C" etona:

£ C—F

= : Y 3 )
= x+ iy — A :
z2=x+iy M(x o)
b) Montrons que f est un homomorphisme de (£"; X) vers (C; X)

Soit M(a;b) et M(c:d) deux élémentsde £ ,ona:
f(M(a;b)) = (a—b) + iby/2 et fAM(c:d)) = (c—d)+idy2

Donc :

[(M(a:b)) X AM(c;d)) = (@ — b) + iby/2) X ((c — d) + idy/2)
=(a—b)(c—d)—2bd+ i{d(a—b) +b(c—d)y2
= ac — ad — be + bd — 2bd + i(ad — bd + be — bd) {2
= (ac —ad — be — bd) + i(ad + bc — 2bd) 2

et puisque : M(a;b) X M(c;d) = M(ac — 3bd ; ad + bc — 2bd)

alors :

[IM(a:b) X M(c;d)) = fAiM(ac — 3bd ; ad + bc — 2bd))
= (ac — 3bd — ad — bec + 2bd) + i(ad + be — 2bd)y/2
= (ac — ad — bc — bd) + i(ad + be — 2bd) /2

Donc V(M (a;b);M(c;d)) € E* ;

[(M(a:b) X M(c;d)) = f(M(a;0)) X AM(c:d))

dol: f est un homomorphisme de (£ ; X) vers (C";X)
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3) a) Montrons que (E ;+.X) est un corps commutatif

Montrons que (E ;+) est un groupe commutatif

Ona: EcC M,(R) et (M,(RR);+) est un groupe commutatif , donc il suffit
de montrer que (£ ; +) est un sous-groupe de (M:(R);+)

-Ona: E#¢car LEEpoura=letb=0

- Soit M(a;b) et M(c;d) deux élémentsde E,ona:

a ‘—=b Mo
-h) = t M(x;y) =
M (a;b) (3 Zb) e (x,y) (3y Zy)

A P e y ftei ;
Ona: —M(x;y) (-—By 2 Zy) est le symétrique de M(x;y)
dans (M.(R);+)

e M(a:b)ﬂ“(—M(x:y)):(; a:be)+(—_3fV o 2y)

:( a—x —(b—y) )
3(b—y) (a—x)=2(b—y)

Onpose: X=a—xetY=b—y,ona: (X;Y)eR’

Y X—=2Y%
donc: M(a;b) +(—M(x;y)) € E

d'ot : V(M(a;b); M(x;y)) € E* ; M(a;b)+(—M(c;d)) € E

et M(a;b)+(—M(x;y))=(X 7 )

Par suite (£ ;+) est un sous groupe de (M, (R);+)
Ainsi (E ;+) est un groupe commutatif

e On a (C';X) et (E";X) sont isomorphes et (C";X) est un groupe

commutatif donc (E"; X) est un groupe commutatif.

On a E est une partie stable de (M,(R);X) et (M.(R);+; X) est un
anneau, donc X est distributive par rapport a + dans E, dou (E;+;X) est

un corps commutatif

b) Résolvons dans E I'équaton : X* = M(— 1;0)
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Soit M(x;y) un élémentde E,ona:
(M(x;y)) = M(— 1;0) = M(x*—3y*; 2xy — 2y*) = M(— 1;0)
= MG —3y*; 2xy — 2y%)) = AM(— 1;0))
= (2 —y = 2xy) +i(2xy— 2y’ )2 =— 1
@{xl—yz--ny =1

V2(2xy - 2y")=0
{x —y =2y =—1
(x—=y)=0
a{xlz"lou{f:%
y=0 x=y
_v2 =
o T ok 2
.2 V2
Yshn 2

Donc les solutions de I'équation X* = M(— 1;0) dans E
sont : M([— @—) tM( ‘/:2 !2%)
¢) Déterminons (M(a;b)) ' ou M(a;b) € E
ona: (Ma:h)"' =(f'(2))' = (/" ((@a—b) +iby2))"
oy 1=l
_f((a—b)+ibJ2)
a—b ( —by2 )

B
e - ) +iby2  (@—by+25° " \(@—b)'+ 25’

s 71 ((a b)l+ iby2 ) < M( (a —ab_)’zf 26" (a— b:)'?+ 255)

Donc : (M(a 3 b))_l e M((a_ab)zz_fzbz 3 lfa i b_)‘zb_'_ 2b2)
brercice £13

1) Montrons que : (VneN);(A+7)Y=2"'"(A+1I) en utilisant le
raisonnement par récurrence

¢ Initialisation : Pour n=1 ,0na: (A+D)'=A+1
et2°(A+D)=A+1donc: (A+D)'=2(A+])
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e Hérédité : Soit n € N’

Supposonsque: (A +1)" = 2"'(A+]) etmontronsque: (A+1)""' = 2"(A+])

Ona: (M,(R);+;X) est un anneau unitaire , donc :

A+D"'=(A+D"XA+D=2""(A+DA+])

= 2" (A*+AXI+IXA+P)
=2""(I+A+A+1)=2"(A+)])

Donc la propriété est vraie pour n+ |

Conclusion: (Vhe N');(A+D"=2""(A+1)])

2) a) Calculons (B —1)*

2443 4 G 43 -1
| 2L Oy SPPE 2
Ona: B 1 2-43 (0 I) 1) 93
2 2 (.2 2
¥3 1 V31 10
Donc: (B—1) g n 13 (0 1) ;
2 2 2 2.

b) Déduisons B" ot n€ N’
Onpose: A=B—1Idonc: A"=(B-1*=1
D’'ou d’apres la question 1) ,ona: B"=(A+D"=2""(A+1)=2""'B
Ainsi: (vneN");B"=2""'B
Exercice £1)
1) Calculons B’

(053 s galeg 001
Ona: B*=|0 0 1|X[0 0 1[=|00 0
000) (00O 000
001 051 000
et BB=B'XB=(0 0 0|X[0 0 1[=]000
000) LOOO) (00O

2) a) Vérifionsque: A=L+B
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100 ([ il it
Ona: +B=|01 0|+|0 0 1[=[011]|=A

Q- 0nd 000 001
Donc: A=L+RB

b) Calculons A" ou n € N" —{1}

SitneN'—{1} ona: A"=(B+L)= i:C.':B*. o

puisque : (Vk € N); k = 3 = B* = 0, alors :‘_0
K=B+E) = CB'E+CB L + GBI

=p+np+ 2 U p

100) (0nn 00—-—(—5—2_—-1~—
=101 O[+|0 O n|+[0 O 0
OO 000 00 0
) n(n2+l)
Donc: (Vvne N —{1});A"=]0 1 n
00 1

3)a) Vérifions que : A*—3A°+3A=1

Ona d‘apres la question 2) b) :

-

136 Je2=3
A=[01 3|et A’=|0 1 2]
01011 (0 0 1
3635601 3:3.8
Donc: A*—3A°+34A=|0 1 3]— 036|+033
001) (003} (003
100
=[010=h
001

4) Déduisons que A est inversible dans (M;(R); X)

Ona: A3—3A3+3A*—"I;=>{Ax(A2_3A+3L)=I:
(A’=3A+3L)XA=1

Donc A est inversible dans (M;(R);X) etona:
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1)
A'=A=3A+3L=|0

Ll o R V8

donc: A’=B

e Calculons B” :

donc: AXB=A+1

e Calculons BX A
010

Ona: BXA=|01 1
]

donc: BXA=A+]

e Vérifionsque: A’=A+1

979, 3% (30 0
033|+|l030
003 003
010
0=l 1
0.1
(011

1712
e
} B G5 1

= I
| (e |
101
1

[t €

Onha: A*=Bdonc: A’=A’XA=BXA=A+I

b) Déduction :

Ona: A'=A+]e= A —A=1]

S AX(A=I)=1 et (A’—DXA=1
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Donc A est inversible dans M;(R) etona: A'=A*—1

=110
Cest-a-dire: A'=[0 0 1
I 00

2) a) Montrons que (E; +) est un groupe commutatif

%! iz y
Ona: (VMeE)QAy;2 €eR)IM=|y x+z y+z
2 v sxt

cesta-dire : (VM € E) ;(3(x;y;2) € R') / M = xI + yA + 2B

Donc: E={xl+yA+zB/(x;y;2) € R}

Ona: EC Mi(R) et (M:(R);+) est un groupe commutatif

donc il suffit de montrer que (E;+) est un sous-groupe du groupe

(M:(R); +)

sOna: E#¢dcarI€E pourx=1lety=z=0

*Soit M et N deux éléments de E tels que:

M=xI+yA+zB et N=xI+yA+7ZB avec (x;y;2) € R* et (x';y';7) e R

Ona: M+ (—N)=(xI+yA+zB)+(~x'I—yA—2B)
=@x—x)M+(y—y)A+(@z—7)B

Ona:(x—x)eRet(y—y)eRet(z—2z)eR

Donc: V(M;N) € E* ; M+(—N)€E

Dot (E; +) est un sous-groupe du groupe (M.(R);+)

Par suite (E; +) est un groupe commutatif

b) Montrons que E est une partie stable de (£; X)

Soit M et N deux éléments de F tels que :

M=xl+yA+zB et N=x'I+yA+z B avec (x;y;z) € R’

et (x;y:7) e R’

Ona:
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MXN=I+yA+zB)X X'I+yA+7B)
=xx'I+xyA+x7B+yx'A+yy'A’+ yz’AB+zx'B + zy'BA + zZ'B’
=xx'I+xy +x'y)A+ (7 +2x)B+yyB+ (yz' +zy')(A+ 1)+ zZ' (A+B)
=(@xx' +y +zy) I+ (xy +x'ytzy +y +zZ)A+ ( +x' +yy +22)B

Ona:xx'+y7 +zy e R;xy +x'y+yi +zy' +zZ’ € R

etxz +zx' +yy'+z' €R

Donc : VIM;N)EE® ; MXNeE, dou E est une partie stable dans
(Ms(R); %)

c) Montrons que (E; +; X) est un anneau unitaire.

On a (E;+) est un groupe commutatif et £ est une partie stable dans
(M:(R); X) et (M;(R); +; X) est un anneau

donc X est associative et X est distributive par rapporta + dans E etona

I'élément neutre de la loi X dans (M;(R); X) et I € E donc [ est I'élément

neutre dans (E; X), d’ou (E; +; X) est un anneau unitaire.

Exercice £ik 15

1) a) ®* Montrons que f est un homomorphisme de (R; +) dans (R; #):
Soit x et y deux élémentsde R,ona: flx+y)=x+y+1
et flx)«f(y)=(x+1)x(y+1)=x+1+y+1—1=x+y+1
Donc: (V(x;y) € R?); Ax+y)=fx)=Ay)
Dot f est un homomorphisme de (R; +) dans (IR; *).
* Montrons que [ est bijective :
Soit yER,ona: flx)=yex+1=y
=x=y—1
Donc: (Vy e R);(3x e R)/ flx) =y, dol: f est bijective, par suite [ est
un isomorphisme de (R; +) vers (R; *).
b) Structure de (IR; =) :
Ona: (R;+) estun groupe commutatifet f est unisomorphisme de (R; 4]
vers (R; «) donc (RR; ) est un groupe commutatif.
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2 » Montrons que g est un homomorphisme de (R’ %) vers (R—{1 j )

Soit x et y deux élémentsde R",ona:

daxy)=1—xyet g(x) T g(y)=(U-=x)T(1—y)
Flzatlsy—(mal=
=2=g=y=1+y+x=2xy

=1—xy

Donc: (V(x;y) € R?); g(x X y) = g(x) T g(y)
Doli: g est un homomorphisme de (R"; X) vers (R—{1}T).
* Montrons que g est bijective :
soit ye R—{1},ona: g(x)=ye=1—-x=y
=x=1—y
Puisque : y # 1 alors x # 0
Donc: (Vye R—{1});(3'x e R’);g(x) =y, dol : g est bijective de R’
vers R—~{1}.
Par suite g est un isomorphisme de (R'; X) vers (R—{1}T).
3) Montrons que (IR; #;T) est un corps commutatif :
» (%; %) est un groupe commutatif d’élément neutre 1 (car f(0)=1)
+ On doit montrer que (R —{1};T) est un groupe commutatif et que la loi
T est distributive par rapport a la loi * dans K.
-Ona g est unisomorphismede (R'; X) vers (R—{1}T) et (R"; X) estun
groupe commutatif donc (R—{1};T) est un groupe commutatif.
-Montrons que la loi T est distributive par rapport a la loi * dans K.
-Soit x, y et z des élémentsde K,ona:
xTly+2)=xT(y+z—1)=a+y+z—1—x(y+z—1)
=(x+y—xy)+{x+z—2xz)—1
=(xTy)+(xTz)—1
=(xTy)*(xTz)

Structures algébriques E 381



Puisque les lois * et T sont commutatives alors :
(y*2) Tx=(y Tx)*(zT x)

Donc : = A JxT(*2)=(xTy)+(xT2)
i (V(x’y’Z)ER)'{(y*z)Tx=(yTx)*(sz)

D’ou : T est distributive par rapport a * dans R.
Par suite (R; #;T) est un groupe commutatif.

Exercice £V

1) a) Calculons B* et B’

0 bb
Ona: B=A+I=|1 00
-100
G5b.b) (0 bbYR0:0-0
Donc: B*’=|1 0 0|xX|1 0 O0|=|0 b b
-100) (-1 00) lOo—-b-b
00 0) (0 bb) (000
at B =l e Xl 0 021000 0= e
0—-b-b] |-100) 000

b) Vérifions que: (I—B)(/+B+B*) =1

Ona: (.#(R);+; X) estun anneau unitaire.

Donc: (/I—B)I+B+B)=[+B+B*~B—B—-B' =[-8

Puisque : B* = 0; (0s est la matrice nulle dans .7 (R)).

Alors: (I—=B)(I+B+B*) =1

c) Déduction :

Ona: (I—B)(I+ B+ B?) = I quel'onpeutécrireaussi: (I+ B+ B*)(I—B) =1
et puisque: B=A+7,Alors: [—B=—A

Donc: (—I—B—B)XA=1et AX(—I—B—B*)=1

D’ou: A admet uninverse A™' dans ((Z(R);X) etona: A'=—/—B-F

2) Montrons que (7;B:B*) est une famille libre
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Soit (2; B;7) € R® tel que : el + BB+ yB’ = o,

a bR bp 000
Ona:al+BB+yB’ =0, B a+yb b |=(000
-B —yb a—vyb 000

[a'=0

=218=0

yb =0

sa=B=y=0carb#0
Donc la famille (/;B;B*) est une famille libre.

* Déduction : On a: (5 B;B*) est une famille libre et génératrice de I'espace
vectoriel réel E donc: (/;B;B’) est une base de E par suite : dimE = 3.

Exercice /7

1)a) Montrons que A’ = 5A — 4/

DA =950 10
Ona: A*=| 0 1 0 |etA’=|0 1 0
=N JEIRNLON =4

=52 0:510 == S8 [(S() =0T

etonar SA=4l=1 0" 5 0 |+1.0 =4 0 =10 1 0
10 10 0 QR =4 10 10 —4

Donc: A’ = SA—4]
b) Déduisons que la matrice A est inversable dans . Z(R))
5 1

Ona: A*= 5A —4I donc: EA—ZA"ZI
vol: AX (51— 5AY)=1 et (FI-FA)xA=1

cela signifie que A admet uninverseetque: A ' = ;51-1— !TA*

2)a) Montrons que (E; +;+) est un espace vectoriel réel :

Ona: EC #(R) et (#4(R); +;+) est un espace vectoriel réel, donc il suffit
de montrer que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel réel
(AR +50).
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eOna: E#¢caro:e€E pour x=y=2z=0
e Soit M et M’ deux éléments de E et (a;8) € R?,
ona: MEE < (Ax;y;2) eR); M=xI+ yA+zA®

M eE = (3(x;y;2)eR);M =x1+yA+7A
Ona: aM+ M’ = a(xI+yA+zA*)+ B(x'I+y A+ 7 A%)

= (ax+ Bx) I +(ay+ By)A +(az+ Bz)A’

Puisque : @x + Bx’, ay+ BY et az+ Bz’ sont des nombres réels alors :
(ax+ Bx)+(ay+ By )A+(az+ B7)A* € E
C'est-a-dire: aM+ M’ € E
Donc: (V(M;M’) € E*);(V(a;B) € R?) ;aM + BM' € E
Dol : E estun sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel réel (.7 (R); +;+)
par suite (E; +;+) est un espace vectoriel réel.
b) Montrons que (/;A;A”) est une base de E:
e D’apres la définition de I'ensemble E,ona:
(VM EE) = (A(x;y:2) € R?); M = xI+yA+zA®
Cela signifie que la famille (7;A;A?) est une famille génératrice de I'espace
vectoriel réel (E; +;e).
e Montrons que la famille (/;A;A’) est libre :
Soit (x;y;2) € R® tel que : xI+ yA +zA* = 0;

On x 00| =y G 2y 5z 4z —2z 000
x[+yA+zA’=0:=|0 x O|+[ 0 y Of+| O z O [=]000
00x) (2y 2y O =27 274z 000
Ko YOz Az N O ST 050
= 0 i ) i s S ) =10 0 0
29— D7 DRk Do v Ay 000
x—y+5z=0
x+y+z=0
=ix+4z=0
y—z=90
z2=0
=2x=y=2z=0
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Donc: (V(x;y:2) ER?);xl+yA+ A =0s 5 x=y=2=0

D'oti: la famille (Z;A;A*) est une famille libre, par suite la famille (/;A;A?) est
une base de I'espace vectoriel (£;+:+).

3)a) Montrons que £ est une partie stable de (_Z(R); X) :

+Soit M et M’ deux éléments de E tels que :

M=xI+yA+zA’ et M' =x'I+yA+7ZA’ ol x, y, z, x', ¥ et 2’ sontdes
nombres réels, on a :

MXM = xx'I+(xy +yx')A+(xz' +yy +2x")A* +(yz + zy)A* + 27’ A*
Puisque : A'=5A—4] et A'=(5A—4[)X A =5A’—4A

Alors :

MXM' =(xx' —dyz—4y'z)I + (xy’ + yx' + Syz’ + 52y’ — 4z ) A+ (x2’ +yy' +x'2+ 522') A’
Donc: MXM' € E

Dot : (V(M;M') € E*); MX M’ € E signifie que E est une partie stable de
(A(R); X).

b) Montrons que (E; +; X) est un anneau unitaire :

s (E: +) est un groupe commutatif car (E; +:+) est un espace réel.

* La multiplication est associative et distributive par rapport a I'addition dans
(#(R); X) alors X est associative et distributive par rapport a + dans E .

o [EE et I est I'élément neutre dans (.#(R); X) donc I est 'élément
neutre dans (E; X). D'ou : (E;+; X) est un anneau unitaire.

¢) Déterminons les coordonnées de la matrice N dans la base (/;A;A?):

Ona: AXI=IXA,donc: N=(+A)V=F+3PA+3IA+A°
=J+3A+3A*+5A—41
=—3]+ 8A + 3A?

Dot : (—3:8;3) est le triplet des coordonnées de N° dans la base (I;A;A?).
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[Exercice £V}
1) a)  Calculons A?, A* et A" en fonctionde n(ne N°)

0: 03003 030
Ona: A°=|1 0 0|X|1 0 0|=]|0 0 3
(00 B0 s {0 L) 100
030 003 300
et AA=A’XA=[0 0 3|X|1 0 0)|=]|03 0
15050 Ok 10 003
100
=301 0|=3]
001

e Calculons A" ol (n & N):

Ona: A’=3l donc: (Vke N'): A*=3"1

*Sin=0[3] alors: (ke N*);n =3k donc: A" = A*=3*]
Clest-a-dire : A"=35]

*Sin=1[3] alors: (3k € N);n=3k+1donc: A"=A*xXA=3"T A
*Sin=2[3] alors: (Ak € N);n =3k+2 donc: A"=A*X A?=3"3" A’
b) Montrons que A admet une matrice inverse A ':

Ona: A'=3I donc: (SA7)xA=1 et Ax(14%)=1

Donc: A admet une matrice inverse A ' telle que :

I )
A :--?;A?' cest-a-dire: A'=[0 0 1

1
g{)O

2) a) Montrons que (/;A;A?) est une famille libre dans (_Z(R); +;+) :

- Soit x, y et z trois nombres réels tels que : x/+ yA +zA> =0

x'i3z:3y 000
Ona:xlt+tyA+zA’=o0=|y x 3z|=|0 0 0
ZiyL 000

=>x=y=z=0

Donc: (V(x:y;2) € R);xl+yA+zA’=0=2x=y=2=0
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Cela signifie que la famille (/;A;A?) est libre dans l'espace vectoriel
(A(R); +;3).
b) Montrons que (E; +;+) est un espace vectoriel réel de dimension 3:
- |l suffit de montrer que (E;+;¢) est un sous-espace vectoriel réel de
(A(R); +5¢).
*Ona: E#¢car I€EE
*Soit M et N deux éléments de F et @ et 8 deux nombres réels.
Ona: MEE — A(x;y;2) € R ; M = xI + yA + zA?

N€EE < Ia;b;c) € R'; N=al+ bA + cA®
Ona: aM+ BN = a(xl + yA + zA?) + B(al + bA + cA?)

=(ax+ Ba)l +(ay+ Bb)A+(az + Bc)A’

Pusque: ax+Bae R, ay+Bbe R et az+ Bc € R alors: aM+ BN € E
Donc: V(M;N) € E*;V(a;B) e R’ ;aM+ BN EE
Dot : (E; +;+) est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel
(#(R);+;+) et par suite (£; +;+) est un espace vectoriel réel.
-Montrons que : dimE = 3
*Ona: (LA;A?) estune famille libre dans (E;+;+).
'Ona: (VM eEE) = Ix;y;z) € R’ ; M= xI + yA + zA®
cela signifie que (/;A;A”) est une famille génératrice de I'espace vectoriel
(E:4:+), donc : (I;A;A%) est une base de I'espace vectoriel réel (E;+;+)
dol: dimE =3
3)a) Montrons que (E; +; X) est un anneau commutatif et unitaire :

Ona: (E;+) est un groupe commutatif car (£; +;+) est un espace vectoriel

réel,
Montrons que E est stable dans (.# (R); X):
Soit M et N deux éléments de E tels que:

M=xI+yA+zA* et N=al+bA+cA’ ol a, b, ¢, x, y et z sont des

nombres réels.
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Ona: MXN = (xI+yA+zA*) X (al + bA + cA?)
= xal + xbA + xcA* + yaA + ybA* + ycA* + zaA* + zbA’ + zcA'
Puisque: A’ =3/ et A" =3A
alors : M XN = (xa+ 3yc+ 3zb)I +(xb + ya + 3z¢c)A + (xc + yb + za) A’
= ql+ BA+ yA? avec (a;B8;7) e R
Donc: V(M;N)€ E*; MX N € E, d'ou : E eststable dans (.#Z(R); X).

o E est stable dans (.#(IR); X) et la loi X est associative et distributive
par rapport a la loi + dans .Z(R), donc X est associative et distributive par
rapport a + dans E.

o [ est I'élément neutre dans (_#Z(R); X) et /€ E donc I est 'élément
neutre dans (E; X).

eOna: V(M;N)E E*; MXN=NXM (vérifier le)
Donc X est commutative dans E.

D’ol : (E; +; X) est un anneau commutatif et unitaire.
b) Calculons det(—%/3A + A%):

0:0:31: [0/ 3.0
Ona: —%3A+A>=-%3[1 0 0|+[0 0 3
0iaa) 0.0

0 3 -3y3

=i=e/3 3

1 =%3 0

i 3 _3\.1"_
Donc: det(—4/3A +A*) = 0 X 30ﬁ|+‘g 1V3’

0ol s
B
=0+%3(=3(3/3))+9=9-9=0

Ona: det(A*—%3A) = 0 donc la matrice A>’—%/3 A n’admet pas d'invers
dans ((#4(R); X) etona: A>—3V3A€E

Donc : A’ —%/3 A n‘admet pas d’inverse dans (E; X)

D’otr : (E;+: X) n’est pas un corps.
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Exercice £i15

1)a) Montrons que (E; +;+) est un espace vectoriel réel :
Ona: EC #4(R) et (#(R); +;+) est un espace vectoriel réel, donc il suffit
de montrer que (E; +;¢) est un sous-espace vectoriel de (.7 (R); +;+).
e E£¢car o, €E pour x=y=0
o Soit M et M' deux éléments de £ et @ et S deux nombres réels, on a :
MEE < Ax;y) e R*; M=xI+yA
M eE<=Ix;y)eR ;M =xI+yA
Donc: aM + M’ = a(xl+ yA)+ B(x'I+y A)
= axI+ ayA+ Bx'I+ By'A
=(ax+ Bx)+(ay+ By)A
Puisque: ax+Bx’ e R et ay+ By € R
alors : (ax + Bx')I+(ay + By')A € E Clest-a-dire: aM+ M’ € E
Donc: (V(M;M) € E*),(V(a;8) € R?);aMX BM’ € E

Dol : E est un sous-espace vectoriel de (.#(R); +:+), par suite (E;+;¢)
est un espace vectoriel réel.

b) e Montrons que : (Ve € R); A # al

Supposons qu’il existe un réel a tel que: A = al

011 a 0 0
Ona: A=al=|1 0 1|{=]|0 a 0
110/ (00a

sa=0etl=0
Ce qui est impossible, donc : (V@ € R); A # al
* Déduction :
-On a d’aprés la définition de I'ensemble E:

(YMe E):(3(x;y) € R?); M = xI+ yA, cela signifie que la famille (/;A) est
une famille génératrice de l'espace vectoriel réel (E; +;¢).

-Soit @ et 8 deux nombres réels tels que : @/ + BA = o,
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Si B8 # 0 alors : a1+BA=034=>A=—%I

Cela est impossible d’apres la question précédente.

Donc: B =0 et parsuiteona: @l =0, donc: @ =0

Dot : (V(sB) e R?);al+BA=0sa=B=0

Ainsi la famille (7;A) est une famille libre de I'espace vectoriel (E; +;+)
et donc ([;A) est une base de I'espace vectoriel (F£; +;¢).

2) o Vérifions que : A>= A+ 2]

0211 0=r 1 215
Ona: AA=110 1 IX11:0-1]={1 21
1130 e 0] i b b
(01 1) (2 0 0)
=1 0 1]|+|0 2 0|=A+2]
(e L0 ) 2002 ]
e Déduction :

Ona: A’=A+2] donc: A’—A=2I

Dot: Ax(SA-L1)=(Fa-21)xa=1

Par suite : A admet uninverse A ' telque: A =% ——5—-1

etona: A'eE

3) a) Montrons que £ est une partie stable de ((Z(R); X):

Soit M et M’ deux élémentsde E telsque: M =x/+yA et M’ =x'[+)'A

ou x, y, x" et y’ sont des nombres réels.

Ona: MXM = (xI+yA)X(x'[+y'A)
=xx'[+xy' A+ yx'A+ yy'A?
= xx'[+(xy’ +yx')A+yy'(A+21) oo A2= Al
= (xx’ + 2yy) I+ (xy" + yx' +yy')A

Ona:xx'+2yyeRetxy +yx'+yy eR

Donc : (xx’ + 2yy' )+ (xy’ +yx' + yy)A EE

cest-a-dire: MXM' € E dou: V(IMM')EE; MXM €E

cela signifie que E est une partie stable de (. /Z(R); X).
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b) Montrons que (£; +: +) est un anneau unitaire et commutatif :
¢ (E;+) est un groupe commutatif car (£; +;+) est un espace vectoriel réel.

s E est une partie stable de (.Z(R); X) et X est associative et distributive
par rapport a + dans .Z(R), donc X est associative et X est distributive par
rapport a + dans E.

sOna: I € E et I estl'élément neutredans (. (R); X) donc: I estl’élément
neutre dans (E; X).
sOna: VIM:M')e E>; MXM' =M XM (vérifier le)
Donc X est commutative dans E.
Dot : (E;+: %) est un anneau commutatif et unitaire.
4) a) Résolvons dans E I'équation X* = X :
Soit X un élémentde E,ona: 3(x;y) € R*; X =xI+ yA
et X2= (x4 22)+ (¥ + 2xy)A,
donc: X* =X e (& +2y°) 1+ (y* + 2xy)A = xI + yA
{x’ +2y'=x
yt+2y=y
{ﬂy+y—n=0
X2y —x=10
*Siy=0alors: x=0o0ux=1
Donc: X=1 ou X =0;
*Siy#0alors: y+2x—1=0 cest-a-dire: y=1-—2x
Donc: 4+ 2y’ —x=0e=x"+2(1—2x)—x=0
=9 —9x+2=0
Sae
Six= é alors : y=% donc: X = 3-[+-%A
-Si x=% alors: y =—-%~ donc: X = % "L-A

D'oti les solutions de I'équation : X* =X dans E sont: [; 0y; P= —,15—1 E %—A
]

tQ=21-1A
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b) Calculons PX (Q:
Ona: 2 (EISS 2 1
PxQ_(31+3A)><(3f+3A)
Aeore il s il e
2 1 1 2
=l
9 9 9 9 (car A’=A+2])
= 03

Ona: PX(Q=o0;et P#o0; et Q#o0;,donc: P et O sont deux diviseurs de
zéro et par suite P et O n‘ont pas d’inverse dans (E; X).

c) Montrons que la famille (P;Q) est une base de (E; +;+):
Ona: P= 1—! 7t LA donc : (I—;L) est le couple de coordonnées de ” dans
g3 393
la base (1;A).
i 2y el 2 4
et 0= 31 3 A donc: 3: 3 ) est le couple de coordonnées de O dans

la base (5;A).
2
3

oo

Donc : det(P;Q) = lg —%—

W= L=

24
3
Puisque : det(P;Q) # 0 alors (P;Q) est une famille libre de I'espace vectoriel
réel (E:+;e).

et on a : dimE =2 donc : (P;Q) est une base de I'espace vectoriel réel

(E;tss).

392 ’] Structures algébriques



b= ka ; autrement dit: a|b = (FIkEZ) ; b=ka
- 7 pioprigtés N

oita, b, ¢, d, u et v desélémentsde Z et n€ N,ona:

2) (b et bla) <= |a|=|b|

|b et blc) = alc 4) (dla et d|b) = (d|la+b et dla—b)
la et d|b) = (d|au+bv) 6)alb= a'lb"

7)) —s aclbd 8) (aclbc et ¢ # 0) = alb

_(ﬁl'ka+b) = alb 10) (a|1 = (a= 1 ou a=—1))

Bitision euclidienne dans N

(V(a:b) € NxN'); (3!(g;) € NXN) ; {a TR )
K 0=<r<b
DiVision euclidienne dans Z

= gb+
lla;b) € ZX N'); 3l (g;r) € ZXN) ; {a i

0<r<|b|

Congruence modulo n

. 70 DEfinition

g=bln| = n|b—a (a=b[n] selit: a est congrua b modulo n)

“Iproprictés

Soit @, b, ¢ et d quatre éléments de Z et 7 et p deux éléments de N’
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1) a = aln] 2) (a = bln] = b=dlnl)

3 aEb[nJﬂaECl"] 4 {azb[ul__ﬂ‘aJrc—:‘b-l-d[n]
) {b = f-|n] : c= d[n.] ac= bd[u]
5) a = bln] = a’ = b*[n] 6) a= bln] = pa= pb[n]

7) {a =rln] < r estle reste de la division euclidienne de a par p

0<sr<n
@ Ensemble :
. |

< Propriété
'ensemble %y = {0'; ;2 n— 1} est appelé: ensemble quotient.
Ona:(vxeZ) ; x={yeZ/y=«nl}={x+kn;keZ}
(x est appelé classe d’équivalence de x modulo n)

blnl = a=5b

2
1l

a€Ex — x=aln]
atb=a+b axXb=ab
Si0<ag<netO<b<nalors a=b < a=»b

QUTU2U eeens Un—-1)=2

" Exercices d’application
1

Déterminer le chiffre d’unité du nombre N = 1987 '™

EEEEY 2

Montrer que le nombre (9518)  — 4 est un multiple de 5

Exercice ]

1) Déterminer les restes de la division euclidienne du nombre 7 par les
nombres suivants : 5, 5%, 5%, 5*, 5°, 5° et 57
2) Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division

euclidienne du nombre 5" par 7
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Exercice &5

Calculer x dans chacun des cas :
1) 2601 "™ = x[11]et 0 < x <11
2)(82324)* = x|7]et 0 < x <7

[Exercice £33
Montrer que : (VvneN) ; 10" = 1[27]
2)On pose: A=10"+ 10"

Déterminer le reste de la division euclidienne du nombre A par 27

Exercice 438

Montrer que pour tout entier naturel n ona:
1) Le nombre A = 3*''+ 2" est divisible par 7

2) Le nombre B = 3""*—4""? est divisible par [1

Exercice &
Soit x, y et z des éléments de N tels que 3x—7y—24z=10

Montrer que: 21| y(x—z2)

EEEEY 8
1) Soit @ et b deux élémentsde Z' telsque:aAb =1
Déterminer en fonction de a et b I'élément ¢ de Z tel que:

blac; clab et albe aAb=12

2) Déterminer les entiers naturels a, b et ¢ telsque:{hAc = I8
a+ b+ c= 102

EEEEY 9

Soit @ et b deux élémentsde N telsque:aAb=1

Montrer que : (¢ — ab+ b ) A(a+ b) < 3

(Exercice &1

Soit @ et b deux éléments de 7.

Montrer que : (a* + b)) Aab = (a A b)’
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Exercice &k

Soit ¢ et p deux entiers naturels premiers entre eux .

1) Montrer que :

Ala+ b)rha=1 b)la+ b)Ab=1 c)@a+ b)Aab=1
2)Onpose:d= (a+ b) A (@ + b*— ab)

Montrerque: d=10oud=3

3) Soit n un entier naturel.

Onpose: o = (a+ b) A (d’ + b’ — nab)

Montrer que : a) g|(n + 2)ab b) En déduire que : a|n+ 2

Soit p un-;ombre premier impair.

Résoudre dans N?; 'équation: x*—y’ =p

Existe-t-il un nombre entier naturel n non nul ; tel que : 2*"'* + 1 soit premier?

Pour déterminer le chiffre d’unité du nombre N, il suffit de déterminer le

reste de la division euclidienne du nombre N par 10

Ona:1987 = 7[10]et 1987 * = 9[10]

et 1987 = 3[10] et 1987 * = 1[10]

Donc: 1987 * = 1[10], 1987 **' = 7[10]

1987 %2 = 9[10] et 1987 “~* = 3[10] pour tout k de N

Déterminons le reste de la division euclidienne du nombre 1991 '** par 4
Ona: 1991 = 3[4]et 19917 = 1[4]

et puisque 1983 est un nombre impair alors : 1991 "% = 3[4]
c'est-a-dire : 1991 " = 3 + 4k ol k € IN

D'ous : 1987 '™ = 3[10]

Par conséquent : 3 est le chiffre d’unité du nombre N
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Ona: 9518 = 3[5]

Déterminons I'ensemble des entiers n tels que 3" = 1[5]

Ona:3°= 1[5]
3.=i3[5)
32 = 4{5]
32.=iofs]|
34= 1]5]

Donc le reste de la division euclidienne 3" par 5 dépend du reste de la division
euclidienne de s par 4
Ona:42=4X10+2
Donc: 9518 = 3[5] = (9518)” = (3)*[5]
= (9518)"=(3 9% 3*[5]

Etpuisque : [(3 9" = 1[5]
32 = 4[5]
Nors: (34) 10 x 32 = 4[5]
Donc: (9518) ** = 4[5]
Clest-a-dire : (9518) 2 — 4 = 0[5]
Par conséquent : (9518) * — 4 est un multiple de 5
Rappel : |
(r est le reste de la division euclidienne de x par n) < (x = rln] )
0<r<n-—1
1)Ona:
5= 5|7]donc 5 est le reste de la division euclidienne de 5 par 7
5' = 4[7]donc 4 est le reste de la division euclidienne de 5° par 7
5'= 6[7]donc 6 est le reste de la division euclidienne de 5° par 7
5= 2|7]donc 2 est le reste de la division euclidienne de 5" par 7

5* = 3[7] donc 3 est le reste de la division euclidienne de 5° par 7
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5¢ = 1[7]donc 1 est le reste de la division euclidienne de 5° par 7
57 = 5|7]donc 5 est le reste de la division euclidienne de 5’ par 7
2)Ona: 5% = 1[7] donc le reste de la division euclidienne de 5" dépend du
reste de la division euclidienne du nombre n par 6
d’ol les cas suivants :
1ércas:n = 0[6](n =6k ol k€ N)
Ona:5"=5%=(59"
Donc: 5°¢=1[7]= (5% =1+[7]
= 5-=1[7]
Par conséquent | est le reste de la division de 5" par 7 (ou n =6k ; k€ N)
2¢émecas:n = 1l6](n=6k+ 1 ou ke N)

(5 =117]

s=sfr] = 5% =5[7] (1)

= 5"=5[7]

Qnassn= 5“‘+‘=(5“)“x5donc:{

d’ou 5 estreste de ladivision euclidiennede 5" par 7 (oun=6k+ 1 ; k€N)

i

3émecas:n = 2[6](n=6k+2 ot ke N)
Ona:s®= 5%c3= (59 b 5?

(69! = 117]

s=apy] 7 A U

— 5" = 4[7]
d'oli 4 est le reste de la division euclidienne de 5" par 7 (ot n =6k + 2 ; k € N).
4émecas:n = 3l6](n=6k+3 ol ke N)
Aa:st= (59457

(5 =1[7]
5:=6[7]

Donc: {

Donc : { = 5%3=6[7] (3)

— 5=6|7]

dol 6 est le reste de la division euclidienne de 5" par 17
(n=6k+3; ke N)

S5émecas:n = 4[6](n=6k+4 ot k€ N)

Onia 25" = (5% % x50
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IJon{::[(5 #2171, s e of] (4)
5+=2|[7]

= 5"=2[7]
You 2 est le reste de la division euclidienne de 5" par 7 (n = 6k +4)
¢mecas:n = 5[6](n=6k+50u ke N)
Blia Sra=is 8y ncss

Donc : {(5 ﬁ)l' = 1[7]___, 5 s — 3|?] (5)
se=3[7]

ﬁ5“53[7]

D'ol 3 est le reste de la division euclidienne de 5" par 7 (n = 6k + 5)

Exercice 41
1)Ona: 2601 = 5[11]

Déterminons les entiers naturels n telsque: 5" = 1[11]

Ona:s = s[11]
s =131l
59=4[11]
54=9[11]
ss=1[t1]

Donc le reste de la division euclidienne de 5" par 11 dépend du reste de la
division euclidienne du nombre n par 5
Ona: 187 =5X37+2
bonc:5° = 1[11]= (597 =111]
— (597 x52=52[11]
— 5% =3[11]
Dautre part : 2601 = 5[11]= (2601)* =(5)" [11]
Dou: (2601) * = 3[11]
Par suite x = 3
))Ona: 82324 = 4[7]

Déterminons les entier naturels n tels que naturels tels que : 4" = 1[7]
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Ona:4 = 4[7]
4?2 = 2[7]
4= 1[7]
Donc le reste de la division euclidienne de 4" par 7 dépend du reste dela
division euclidienne du nombre n par 3
Ona: 625=3X208+1
Donc:43=1[7]= @ 9™ =1[7]
— @Y™ x4=4'[7]
— (4)™ = 4[7]
D'autre part : 82324 = 4[7] — (82324)" = (4)* [7]
Donc : (82324) s = 4[7]
Par conséquent x = 4
1) Montrons que : (Vvae N) : 10" = 1[27]
Soit n un élément de N
Ona: 27 %X 37 =999 donc 999 = 0[27]
D'ou: 1000 = 1[27] clest-a-dire: 10 * = 1[27]
D'oti; 10 * = 1[27]
Par suite (Yne N) ; 10 = 1[27]
2) Déterminons le reste de la division du nombre A par 27
Ona: A= 1014 102 = 102%»+ 14 10642
=10 228010+ 102 x 102
D’aprés a) on en déduit que : 10 *** = 1[27] et 10 3% = 1[27]
Donc: A = 10 + 10*[27] clest-a-dire : A = 110[27]
Et puisque : 110 = 2[27] alors : 4 = 2[27]

Exercice &3

Soit 7 un élément de N

1) Montrons que le nombre A = 3*"'+2""? est un multiple de 7,
c'est-a-dire A = 0[7].

Ona:9 = 2[7]cest-a-dire: 32 = 2[7]donc: 3> = 2 (7]
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Dot:3%+'=3x2"[7] (1)

Etpuisque:3 = — 4[7]alors:3 =— 22[7]donc:3 x 2" =-2+2[7] (2)
de (1) et (2) on en déduit que : 3 **' = — 2 *+*[7]

Cest-a-dire : 32414 9 us2 = 0[7]

lar conséquent le nombre A = 3*""'+2"'* est divisible par 7

2 Montrons que le nombre B = 3"""—4""? est divisible par 11 c’est-a-dire :
B=0[11]

Ona:4 = 4[11]et4? = 5[1l]et4* = 9[11]et4* = 3[11]

Donc: 4 * = 3-[11]

Etpuisque: 4 = S[11]et 3% = S[11]alors: 42 = 33[11]

Dol : 4:"E3"[“]—_—>4'“><4”E3"><3"‘|11]
42=3%[11]

cest-a-dire: 4*+2 = 3**3[11]donc:3*3— 4+2 = 0[11]
Parconséquent : g — 3+3 _ 4 w2 est divisible par 11
Montrons ﬁue 21| y(x —2)
Ona:3x—7y—24z=0=3(x—82) =7y

Donc : 3|7y

etpuisque : 7 A 3 = 1 alors 3| y (d’aprés le théoréme de Gauss)

Donc: (3peN) ; y=3p (1)

Dol:3x—Ty—24z=0+ 3x—21p—24z=0
=x—Tp—8z=0
=x—z=1(p+2)

Parsuite 7|x—z, ainsi: GgeN) ; x—z=T¢9 (2)

de(1) et (2) on en déduit que : y(x—2z) = 21pg

Par conséquent : 21| y(x —z)

Exercice &

1) Déterminons ¢ tel que : albe, blac et clab

Ona:albc et a A b = 1 donc ale (d’aprés le théoréme de Gauss)
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etona: blac et b A a = 1 donc ble (d’apres le théoréeme de Gauss)
etona:alcethlcetaA b= 1doncablc, et par hypothése on a: clab
Donc : lcl = labl c'est-a-dire ¢ = ab ou ¢ =—ab
2)Ona:aAbAc=(aAb)AbAC)
etpuisque:anb=12etbAc=18alorsaAbAc=12A18=6(2A3)=6
Donc: (3(x,y,2) € (N')’) ; (a=6xet b=6y et c=6z) avecxAyAz= 1
etona:a+b+c¢=102 = 6(x+ y+ 2) = 102
= x+y+z=17

et puisque: aAb=12 <= 6(xAy) =12

= xAy=12
alors 2|y
et puisque : bAc =18 = 6(yA2) = 18

e yYAZ=3
alors 3|y
et comme 2A3 =1 alors 6]y
Donc: y=6ouy=12(car yeN' et x+y+2z=17)
eSi:y=12 alors x+z=15
Donc: z=5—x etz > 1dol x €{1,2,3,4}
et puisque x A y = 2 alors x est pair
Dou: x=2o0u x=4
eSix=4alors z=1et y=12 mais yAz#3
D'oli: x=2
etdonccecasona: (x;y;2) = (2;12;3) et (a;b;¢) = (12;72;18)

eSiy=6alors x+z=11doncl < x < 10 et x est pair et z est un multiple
de 3

On obtient : (x,2) € {(2:9),(8:3)}
Donc : (x,y,2) € {(2:6;9),(8:6;3)}, d'oli (a,b,c) € {(12;36;54),(48;36;18)}
Par conséquent : (a,b,¢) € {(12;36;54),(48;36;18),(12;72;18) }
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Posons : d = (a* — ab + b*) A (a + b)

ona: {d{a* —ab+b' _, {dla""—— ab+ b’
dla+b dl(a+b)*
o ldlaz—ab+b‘* (1)
dla*+ 2ab+b* (2)
— d|3ab ((2)—(1))

dl3ab 3)
Daltre parts {"'3“5 — {d3a*+3ab (4)(car d3ala+b))
dlatb | sab+3p" (5)(car d3ba+b)
1% [dlsa* (9-0)
d|3p’ ((5)-(3))
— dl3a® A 3b!
— d|3(@* A b)) car(anb=1ea’'Ab’'=1)
—dl3
=i

Exercice £10
Onpose:d=aAb

na: A(@,B)e(Z)) ;a=adetb=Bd et aAB =1
Donc: (@’ +b%) Aab = (a*d* + B*d*) A (afd’)
=d"((0*+ B*) A (af3))
I suffit de montrer que : (a* + B*) A (@) = 1 Sachantque: AP = 1

Soit x un élément de Z" tel que x|a’ + P* et x|op

ona: |doB {xlaﬁ’
x{a2+ 52 x}qﬂ_’_ B!a
e xla“

Onmontre de la méme fagon que : x|p’

Donc : 1 ¥1%” ol x|’ A B
x|p*

Par conséquent x[(@AB)’ (aAb=1ea"Ab"=1)
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cest-a-dire xl1,dot: x=1oux=— 1
Finalement : (af) A (& + B*) = 1

Ainsi: (V(a,b) €(Z')) : (@ +b)Nab= (aNb)’

Soit a et b deux élémentsde N telsque:a A b= |
a) Montronsque: (¢ + b)) Aa= |
Posons: d= (a+ b) Aa

Ona: {dla%—b:.{dl(a%—b)—a
dla dla
=>{.afua
dla
= dlanb

= dll car (anb=1)
= d=1donc(a+ h)Aa=1

b) Montrons que: (a + b) A b = 1
En utilisant le méme raisonnement que a), on montre que (¢ + b) A b = 1

c) Montrons que : (a + b) Aab = 1
Posons: & = (a + b) A ab

[5|ab +b' (car 8|b(a+ b))
Ona: {Bla b 18la* + ab (car 8lala+ b))
8|ab Biab
fies [5“}"
dla’
= Bla'“' A b
— dl1 (card® AV =(anb)*=1)

= d=1donc:(a+ b)Aab=1
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2)Montronsque: d=1loud=3

e dla*+b'—ab (1)
gna:[“’“"“b““b::. dla*+b'+2ab (2) (cardl(a+b)")
dard  |dars
oy {a’lBab (-
dl3(a+b)
—s d|(3(a+b) A3ab

— d|3((a+b)Aab)

—d|3 (car(a+ b) Aab = 1)
etona: deN,doncd=loud=3
3)a) Soit n un entier naturel
Montrons que : @|(n + 2)ab

Ona:
ala+b alaz+b2+2ab

—s ol 2ab + nab
= 0 (n+2)ab

: a|a’+b’—mb={a|a’+b’—rwb

Par conséquent : o| (n + 2)ab
b) Déduisons que : a|(n + 2)

Montronsque: t Aab= |.Onpose: o Aab=d

Dna:{dla ___?{d|a+b (caroc=(a+b)AN(@’+b*—nab))
dlab d| ab

—sd|(a+b)Aab

—dl1 (car(a+b)Aab=1)

=d=1

Donc: o A ab = 1 et puisque | (n + 2)ab alors ol n + 2 (d’aprésle théoréme
de Gauss)

Véquation x° —y* = p sécrit: (x—y)(x+y)=p
Etpuisque: x—y <x+y et p estpremier;alors: x+y=petx—y=1

D'Ol‘.lix= P%‘_ l_ ety e _P___E_'_l
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Et puisque p estimpair;alors: (ke N'); p =2k + 1
Par conséquent: x =k+ 1 et y=k

Donc : les solutions de I'équation : x*— y* = p sont les couples (k + 1:k)

|Exercice £
Soit n de N*;ona:
N—2 01 =00 00 1 - 050
= (2% 1) =0 x oml
=ty v
=Rl 0y
e e e

Ona:(ypeN) ;22 #2111

Etona: gatl _gnti L q — grti(gn_ )4 ]

Bt (vneN) ;2212141 > 1

Par conséquent: 2*'' — 2! 4 [ et 2**' + 2""' + | sont deux diviseurs propres
du hombre N.

Conclusion : N n’est pas premier.

us grand commun diviseur (PGCD)- Le plus petit commun multiple (PPYC)

“  Définition ™ |

Soit @ et b deux entiers relatifs non nuls

e Le plus grand entier naturel non nul qui divise simultanément les nombres
a et b est appelé le plus grand commun diviseur de a et b

Ce nombre est noté PGCD(a;h) ou aA b ou A(a;b)

e Le plus petit multiple commun des nombres a et b est le plus petit entier
strictement positif qui soit multiple de a et b a la fois

Ce nombre est noté : PPCM(a;b), aV b ou M(a;b)
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“ Remarques ™

d=aNb=d>Oetdlaetdlb 2)(c|lbetclaetec>0)=c<aAb

3) (cla et ¢|b) = clanb 4) al(a Vv b) et b|(aVb)

“ Propriétés ™

Soit @, b, ¢ et k des éléments de Z'
Nana=lal,an0=laletanl =1
Qanb=lalAlblet aVv b =lalvlbl
3 |a|b<=¢a/\b=|a|

alb < aVv b=|bl
d)avb=bVaetaANb=bAa
(anb)Ac=an(bAc)
)l(a\/b)\/c:av(b\/c)
6) (ka) A (kb) = IkI((a A b)) : (ka) V (kb) = IkI((a V b))
N(vae N')NVbeN') ; anb=bAr
ou r est le reste de la division euclidienne de a par b
(8) (a A b)(a V b) = labl

" Exercices d’application
Exercice ¥

Soit n un élément de N
Onpose: a=5n+3etbh=2n—1
Calculer @ vV b en fonction de n

Exercice 13

On considere les suites numériques (x,) et (y.) définies par :

n=3; =1
(Vn € IN) ; %as 1= 22— 1
_}'--l=2yn+ 3

1)a) Montrer que : (va e N) ; x, =21+
b)Montrer que: (Vvn € N) ; x,u Ax, = |
2)a) Montrer : (vz € N) ; 2x.—y.= 5, en déduire y, en fonction de n

b) Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel p, les restes de la division
euclidienne du nombre 27 par 5
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3) On pose, pourtout n de N : d. = x. A y»
a)Montrerque: d,=1oud, =5
b) Déterminer I'ensemble : § = {n eN; d= 5}

| Exercice £153
Soit @ et b deux élémentsde N telsque: a < b
Déterminer a et b dans chacun des cas :
l)avb=60etaAb=5 2)a*+b’=325etaVvb=30
3) ab= 1440 et a V b = 240 4)(aVvb)— 3(anb) =21
5)(avb)—9(anb)=

. ?
ST )

Déterminons aV b en fonction de n (aVh est le plus grand multiple
commun)

Onpose:d=aAb
Déterminons d
0n33{df5n+3=>{d|10n+6
di2n—1 |dlion-5
= dl11
Donc:d=1loud= 11

Exercice £10;

e Déterminons les valeurs de n tels que d = 11 (c'est-a-dire aAb = 11)
Ona:d=11 =>{“50[”]

b=01]
{Sn +3=0[11]

l

2n—1=0[11]
=,{5n, gli1]
2n = 1[11]
=,{45n_72[11]
34n = 17[11]
=,{n_6[111
n=6[11]
—n=6[11]

Donc:si d =11 alors n = 6[11]
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Réciproquement : si n = 6[11]alors 2n — 1 = O[11]et 5n+ 3 = 0[11]
Cest-a-dire : 11|27 — 1 et 11|52 + 3 d'ou 11|d

Do:n = 6[11] e d=11 etona: d=1 n* 6[11]

etpuisque : (@ V b)(a A b) = ab alors il y a deux cas

lerCas: d = 1 c'est-a-dire : nz£6[11]
onadanscecas:aVb=ab=(2n— 1)(52+ 3)

2éme Cas: d = 11 c'est-a-dire : n = 6[11]
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2) a) Montrons que : (vne N) ; 2x.—y, =5
ePour n=0,0na:2x%—y=2X3—-1=5
Donc I'égalité est vraie pour n = ()
e Soit n € N . Supposons que 2x,— y. = 5
et montrons que 2x,: — Yur1 = 3
On a: 2% — Yuri = 2(2x, — l)——(Z)au +3)
=A%, =2V =3
=2(2—3)=>5
= 10— 5 = 5 I'égalité est donc vraie pour n + 1
Donc: (VvneN) ; 2x, -:y,. =5
e Déduction :
Soit n€ N;ona: 2x,—y.=5donc y,= 2x,— 5
et puisque x, = 2""'+ 1 alors y,=2(2""'+1)—5
cest-a-dire: y,=2"*—3
Par conséquent : (vneN) ;: y,=2"2—3
b) Déterminons les restes de la division euclidienne de 2” par 5
On désigne par r le reste de la division euclidienne de 2” par 5
Ona:2%= 1[5} 2! = 2[5} 22 = 4|5} 2® = 3[5]et 2* = 1[5]
Donc: (vkeN) ; 2% = 1[5]

On a donc les cas suivants

Si p = 0l4]alors 27 = 1[5]donc r = 1
Si p = 1[4]alors 27 = 2[5]donc r=2
Si p = 2[4]alors 27 = 4[5]donc r = 4
Si p = 3[4]alors 27 = 3[5]donc r =3

3) a) Montrons que (vneN) ; (d,=1ou d,=5)

Soit # un élémentde N, ona:d. = x. A y.

Donc: d.| x. et d.| y, d'ou: d.! 2x, — y,

et puisque 2x,—y.= 5 alors d.|5

et puisque 5 est un nombre premieret d, € N alors d,=1ou d,= 5
b) Déterminons I'ensemble §

Soit n un élément de N
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Ona:neS=xAyu=35

etpuisque x,=2""'+ 1 et y,=2""—3
alors 27!+ 1 = 0[5]et2"+2 — 3 = 0[5]
etona: 2" +1=0[5]= 2" =4[5]

= n+1=2[4]
Donc: n = 1[4]
etona:2*?—3=0[5]= 27 =3[5]
— n+2 = 3[4]
Donc: n = 1[4]
n= 1[4]

Dou: (VneN) ; d,=5 = n=1[4],

et réciproquement ((n = 1[4))) = (x. = 0[5] et y. = 0[5])
cest-a-dire 5| x. et 5|y, donc 5|d.

et puisque d, = 1 ou d, = 5 alors (n= 1[4] e d, = 5)

Par suite : S ={4k+ 1/k € N}

1) Déterminons a et b telsque:aVb=60etanb=5
Onpose:m=aVbetd=aAb
bonc : (3(a’s6) € (NY) ; a=d'det b=b'd eta’ Ab = 1
etona: md = ab « md = a’b'd?

— m=dabd

= 60 = 5a'b’

e ab =12

Déterminons a et b en utilisant le tableau ci-dessous

AES iR NE
p 12| 1 [4]3
g 'I°5 1060 | 15 20

% e |5 [L20 [0S
etpuisque a < b alors les couples cherchés sont (5;60) et (15;20).
2) Déterminons a et b telsque @’ +b* =325 eta VvV b = 30

Onpose:m=aVbetd=aAb
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Donc : (B(a';h') e (N)") sa=ddetb=bdetd Ab =1
etona:md=ab — md= a'b'd’

e m=abd

> 30 = dbd

A {a“+b“’ =395 {d”(a"*—lrb""): 325 (»)
aVvb=30 d*d’* b'* =900
— d?|325A900
— d?|25
=d=loud=5
a*+b?=13

lercas:Si d = 5 alors le systéme (*) s’écrit {(a’b’)z s

2 i T
c’est-a-dire : {Z’b’tbﬁ no (Remarquer que a’ < 4 et b’ < 4)
Dol : {gi et par conséquent a =10 et b = 15

2émecas:Sid=1
alors ' =a;b' =b, db =ab=m= 30
Ona:a+b*=325;ab=30etanb=1.

Utilisons le tableau ci-dessous pour déterminer a et b

10

a |1 ]2]3]5]6]15]3[10]
| b |30 |15 10|65 | 2 | 1 | 3|
(@+b* | 901 | 229 | 109 | 61 | 61 | 229 | 901 | 109 '

D’apreés le tableau, le systéeme n‘admet pas de solutions (dans le cas ol d = |
Par conséquent S = {(10;15)}
3) Déterminons a et b de N tels que : a V b = 240 et ab = 1440
Onpose:m=aVhbetd=aAb
Ona: (El(a’;b’) e(N)); a “lictb-bdeto - Letand—ub
Donc: md = ab « 240d = 1440

= d=—6
D’autre partona: m = a'b'd cest-a-dire : a’b’ = 40

Utilisons le tableau ce dessous, pour déterminer les valeurs de a et b
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a’iliSf
y | 40| 8
| a |6 |30
| b | 240 | 48 |

Donc les couples solutions du systéme sont (6;240) et (30;48)

i) Déterminons les entiers naturels a et b telsque: (a VvV b) — 3(a A b) = 21

Onpose:m=aVbetd=aAb

ona:(3(asb)e(NY) ; a=ddetb=bdetd Ab = |

Donc: md = ab d’ol m = a’'b’'d

Ona:m—3d=21 e dldb' —=3)=21 (%

Donc: d|21, d'ou : d € {1;3;7;21}

lerCas: d=1

(¢) sécrit a’b’ = 24 .

etpuisque @' A b’ = 1alors : [1° T ou a=s donc (14~ ou-a=3
L L AMp=2a M lp=2 b=24% |p=3

kmeCas: d=3

(+) s'écrit a’d’ = 10 :

i e a=1 a=2 d ja=3 ja=6
puisque a = lalors:{1,, _ ,0uy,,_gjdoncj, o, ou b=15

mecas: d =17

{+) sécrit a'b’ = 6

etpuisque a' A b' = 1 alors : a’zlou e donc ol ou as i
HURANE e ‘\|p=6"1p=3 b=42°% =21

dmeCas: d =21

(+) s'écrit a'b’ = 4

!

etpuisque ' Ab = lalors @' =1letb'=4donca=2let b= 84
Par conséquent I'ensemble des couples solutions du systeme est :
{(1,24);(3:8):(3;30);(6; 15);(7;42); (14: 21);(21;84) }

5)Déterminons a et b de N tels que : (avb)—9(anb)= 13
Onpose:d=aAbetm=aVb

na:d=anb e (El(a';b')e (N)z) ca=dd etb=db eta' Ab =1
et md = ab

Donc: md=ab «— m= abd
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et: m—9d=13 = m=9d+ 13
e a'bd=9d+ 13
e dld'b' - 9)= 13

d=1 d=13
e {a'b'—‘): 13 {u'b'— =1

e =13
ab= 22 abi=ng

lerCas: d=1 2eémeCas: d=13

¢ |1 2 ul2p {g]1]2]s5]1w0]
v 2 1|2 |1 y |10 5 | 2| 1]
la |1 |2 |1 |22} [ 4 |13]26]65]130]
b (22 [ | 2 [ 1| [ 5 [130]65 2| 13]

Donc les couples (a;b) (avec a < b) solutions du systéeme sont : (2;11),
(1;22), (26,65) et (13:130)

eux - Theoreme de Bezout Théeoreme de Gauss

Soit a et b deux éléments de 7'

On dit que a et b sont premiers entre eux lorsque a A b = 1

[a:da'
1)d=aAbe=I(;B) €7’ ; {b=dB
anp =1

Qdd=anb=3I(u;v) €7’ ; d=au+bv
e Théoréme de Bezout
aAb=leIwv)e?l’ ; aut+bv=1

e Théoreme de Gauss

a) {ﬂ"“*’ — clb

cha=1 :
= aln]
alcet ble I -
5) {a/\b= | = ablc 6) ‘ian[p]:aan[npl
nAp=1
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Ab=1
”Ia/\ ; [ anbe=1 8larb=1eVmmeN) ;a Abm=1
anc=

9)Sid=cAnalorsona:ac = beln] <= a = b[j]
10) ‘a(' = bc[n]m a=bln]
cAn=1
" Exercices d’application

(Exercice £¥]
1) Résoudre dans 7 les équations suivantes :
a-3x = 4[5] b) 2x = 3[5] ¢} 2x = 4[6] d)2x = 3[6]
2)Résoudre dans N I'équation: 3" + 4n + 1 = 0[8]
[Exercice £F:%
1) Résoudre dans %;&" les équations suivantes :
a2x=1; by =3 ; = 1; d-x®=1
2) Déterminer tous les entiers naturels » tels que 7 divise n*" — 1
Eiercice 413
1)Soit x et y deux élémentsde Z" et n un élémentsde N* (n > 1)
Montrer que : x*Ay" = (x Ay)"
2)Soit @ et b deux élémentsde Z telsque:a A b= 1 et a+ b estimpair

Montrer que : (¢* + b*) A (a + b) = |

(Exercice £1i)
Résoudre les équations suivantes :

o R, . W .2 A — N ?/
{)x*= 2x— 2= 0dans 7 2) x4+ 2x+ 2 = 0dans 57"
Yx*—x— 1= 0dans %Z 4) 2x*— 3x— 2 =[7]dans Z.
trercice £X1

Montrer que :
)(vneN) ; 4*=3n—1=0[9]
)(¥vneN) ; 2= +3 21 =0[5]

J(vneN) ; 21 +5=0[21]
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Exercice &7

Soit a, b et ¢ des élémentsde Z telsque:a A b= 1.

Montrerque:aAbc=aAc

| Exercice £
Soit x et y deux éléments de N.

Montrerque: xAy=(x+ yY AKX Vy)

| Exercice £
1) Soit n uh entier naturel.
Déterminons suivant les valeurs de n, les restes de la division euclidienne du
nombre 5" par 13.
2) En déduire que le nombre 2000 — 1 est divisible par 13.
3) Pour tout n de N, on pose A,=1+5"+5"+5". Montrer que
n#* 0[4] = A, =0[13]
4) Montrer que : (vn e N*) ; 31"+ 18" "' = 0[13].

Soit n un..\éle'ment de N

1) Vérifier que : 4n° + 18n*+20n+6=2(n+1)(n+3)(2n+1)

2) Factoriser 6n*+ 24n+ 18

3) a) Déterminer (6n° + 24n + 18) A (4n* + 18n* + 20n + 6) en fonction
de n

b) Déterminer (65> + 24n+ 18) V (4n® + 18n* + 20n + 6)

Solutions _ \

1) a- Résolvons dans 7 I'équation : 3x = 4[5]
Ona:3 x2=1]5]
3x = 4[5]) = 2 x 3x = 8]5]
e x = 3[5] (car 2%x 3 = 1[5] et 8 = 3[5]
—=x=3+5k ; ke’
Donc: S={3+5klkecZ}
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b-Résolvons dans 7Z I'équation : 2x = 3[5]
Ona:2x = 3[5] = 6x = 9[5]
Etpuisque: 6 = 1[5]et 9 = 4[5]
Nors: 2x = 3[5] = x = 4[5]
=x=4+5k ; keZ
Donc: S={4+5klkcZ}
¢-Résolvons dans Z I'équations : 2x = 4[6]
Sit x un élémentde Z ona: 2x=4[6] = (3ke€Z) ; 2x =4 + 6k

=3keZ): x=2+3k
Donc: S={2+3k/k € Z}

d-Résolvons dans Z I’équation : 2x = 3[6]
Dy = ?y
Onaf"?x_ 3 « 2x = 3|6]dans 57
ot '%7 ={0;1:2;3;4:5}
Utilisons le tableau ci-dessous pour déterminer 2x sur %Z et ceci en

emplagant I'inconnue x par les éléments de %Z

oy 0 |1 |2 |3 14 |5
|02 |a|0]z2]3
Dapres ce tableau, il n’existe aucun élément dans %Z qui vérifie
équation donc S = ¢
))Résolvons dans N I'équation: 3"+ 4n+ 1 = 0[8]
na:3 = 3[8]et 32 = 1[8]
donc: 3% = 1[8] pour tout k de N
Wit n un élément de N

Sin=0[2]alors: 3" = 1[8]et 4n = 0[8]

| Donc:3"+ 4n+ 1 = 2[8]
Sin= 1[2]alors: 3" = 3[8]et 4n = 4[8]
| Donc:3°+ 4n+ 1 = 0[8]

Dolifensemble des solutions de I'équation 3" + 4n + 1 = 0[8]dans N est:

- 5={k+1/k e N}
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Exercice &)
. ‘;7 TR c
1)Ona: o7 {0;1:2:3:4;5;6}
On remplace 'inconnue x dans les équations proposées, par des éléments

de %Z ; et on obtient le tableau suivant :

x O LT [2FE3lal s [
2x Blzlale-T |35
A [T 14 |S5}23]6
e R e A

Du tableau précédent on déduit les résultats suivants :
a- ensemble de solutions de I'équation 2x = 1 est: S = {3}
b- ’ensemble de solutions de I'équation 2x = 3 est: S=1{5}
¢c- 'ensemble de solutions de I'équation x*= 1 est: S={1}
d- Uensemble de solutions de I'équation x * = I est: S ={1;6}
2) Les nombres entiers naturels n qui vérifient 7|n** — 1 sont les nombres
n tels que n** — 1 = 0] 7] cest-a-dire n* = 1]|7]
etdapresl)d)ona:n=1+Tpoun=6+7pol pe N
Exercice 1)
1) Montrons que : X" Ay"'=(xAy)"
Onpose : xAy=d
Ona:3AX,y)EZ ; x=x'd, y=ydet x’ Ay =1
Donc: x"Ay"=x"d"Ay"d" et puisque x" Ay =1, alors x"Ay" =1
= d"(x" Ay")
Dob: x"Ay' =d"= (xAy)"
Aretenir x"Ay"'=d"= (x Ay)"

2)Onpose:d= (a+ b)) A(a+ b)

Ona: dla+b _ dl(a+b) —(d’+b"). Donc : dl2ab
dla’+b*
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Dautre part : { dla+b _ |d2a(a+b)—2ab
dl2ab d|2b(a+b)— 2ab

e {d|2a"
di2p’
— dl2(@® A b

= d|2(a A b)*
= d|2 (car anb=1)
Donc d =1 ou d = 2 et puisque a+ b est impair et dla+b alors d = 1.

bercice 411

W T AT
fjona: AZ {0:1:2:3; 4} '
tnremplagcant x dans I'équation proposée par des éléments de %Z on
obtient le tableau suivant :

| e R 1 2 3 4
e 0| 1) .% | & |1
|~ | © 3 I 4 2
B3 -3 .2 | 3 i i

Daprés de tableauona: S= ¢
2) Soit 'ensemble de solutions de I'équation : x 2 + 2x + 2 = () dans %?

fnremplacant x dans I'équation proposée par des éléments de %7 on
obtient le tableau suivant :

% 0 I 2 3 4
2 0 1 4 4 |
2x 0 2 4 1 3
X+ 2+ 2 2 0 0 2 |

Donc: § = {1;2}

3)Enremplagant x dans I'équation proposée par des éléments de %jy on

obtient le tableau suivant :

X 0 | 2 3 4
x 0 1 4 4 1
—X 0 4 3 2 1
xA— yi—o] 4 4 1 0 1
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Donc: § = {3}

a)ona: 2/, = (0,123,456}

Résolvons dans 7 I'équation: 2x2— 3x — 2 = 0[7]

Il suffit de résoudre dans %Z 'équation : 2x2— 3x— 2= 0

En remplagant x dans cette équation par des éléments de %Z’ on obtient
le tableau suivant

|

| x o] 1]z2]3]a][5]s

| m [ol|z|ilala|i]| 2]

| -% lola|li1[5][2[&]3]

| 2o-%-3]5]a[0]0]a][5]3]
Donc:2x?—3x—-2=0[7] &= 2%?-3x-2=0

= x=20ux=73
= (x=2+7k/k€Z)oux=3
Donc: S ={2+ 7klk € Z}u{3 + Tkik € Z}
1) Montro;ls que:(vneN) ; 4°—3n—1=0[9]
Pour tout n de N onpose: u,=4"—3n—1
Utilisant la raisonnement par récurrence
sPour n=0,0na:u=0et0 = 0[9]donc u050[9]
*Soitne N
Supposons que : «. = 0[9] et montrons que : «_ , = 0[9]
Ona:u ,=4""'-3(n+1)—1
=l = 8n =4
=4(4"—-3n— 1)+ 9= 4u + 9n
et puisque : u, = 0[9]alors : 4u, = 0[9]
etona: 9 = 0[9]donc: 4u + 9n = 0[9] c'est-a-dire : u, , = 0[9]
finalement : (vne N) ; 4°—3n—1=0[9]
2) Montrons que : (Vne N) ; 2 =+ +3 21 = o[5]
lere Méthode :
Rappeler que :
a™'—b"'=(a- b)ia‘b" “ pour tout ¢ et b de R" et tout n de N

k=0
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Soit n un élément de N :
2n
Ona:22+!4 3241z Qomel_ (_ 3)2u|-I:(2+ 3)221(_ 3) >+ = 50

k=10

ol: o= Z":Z t(—3)m+ (¢ € N') donc 522" + 32!

e
Doui: (vneN) ; 2214321 = [5]

2éme Méthode :

Soit n un élémentde N,ona: 2*""+3""'=2X4"+3X9"
Etpuisque: 4 = — 1[5]et 9 = — 1[5]

Nors: 4" = (- 1)"[5]et9" = (- 1) [5]

Donc: 24"+ 39" = 5(— 1)*[5]

Etcomme : 5 = 0[5]

Nors: 5(= 1) = 0[5]

Cest-a-dire: 24" + 39" = 0[5]

Parconséquent : (Vn € N) ; 221432 = 0l5]

3)Montrons que : (Ve N) ; 21+ 5 = 0[21]

Pourtout n de N, on pose : u.=2"+5
sPourn=0ona:u=2'+5=21et 21 =0[21]

Donc: u, = 0[21]

Soit ne N
Supposons que : u, = 0[21] et montrons que : u, , = 0[21]
0na: uw =2"2+5=(2"Y+5 (car 2" = 2*" x4 = (2*")*)
tper =, —5)'+5
Ui = (=5) + 5[21] (car u, = 0[21])

= 16[21]alors : u,. . = 0[21]
o Par conséquent : (Vvne N) ; u = 0[21]
cesta-dire: (Vvne N) ; 2 +5 = 0[21]

Bt puisque : (— 5)°

Onpose:d=aAcetd =albc

*Ona: dle = ag
dle dlbe
e d,|a A be
= d|d, (1)

Arithmétique dans 7, E 421



° Montrons que : 4,|d,

Méthode 1:

Ona:aAb=1

Donc: (3(u,v) € Z%) ; au+bv = 1 (d’'apreés le théoreme de Bezout)

Donc: (3(u,v) € Z*) ; acu+bev = c

Ona: d,=a/\bc=»{dﬂ|a
dlbc

__ |dlacu
dlbey

= dlacu+ bcy

= dz|(.‘
Donc: d,la et d,lec d'ou : d,la A ¢ c’est-a-dire d,|d (2)
de (1) et (2) on en déduit que d, = d,
SiaAb=lalorsaAbc=aAlc
Méthode 2 :

Ona: dla = dlac = dac Nbc = claNb) = c,
dlbc  |dlbe

et puisque ac Abc =(aAb)=c

alors : dlc dol: dlaAc=d
dla

e Montrons que : (V(a,p) e N?) ; anb=1= (a+b)Aab=1
Ona:aAb=1,onpose:d= (a+ b)Aab

[d|az +ba  cardl(ala+tb))
Donc : {dla+b —{dlab+b*  cardlb(a+b)

dlab l dlab
S dla* (d|(a*+ ab— ab))
d|b* (d|(ab + b’ — ab))
— dld* A b’

et puisque aAb =1 alors a’Ab* =1
D’ol1 : d| 1 par conséquent d = 1
Finalement : (V(a.b) e N?) ; aAb=1= (a+b)Aab =1
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* Montrons que : (V(x,y) € N ; xAy=(x+y)A(xVy)
Onpose:d=xAy
Donc: (F(a,b) e N™) ; x=ad et y=bd et aAb=1
etona:xVy=abd (car x Ay).(x V y) = xy)
Donc: (a+b)Aab=1<«d(atb)Ad(ab)=d
cest-a-dire : (a+b)Aab =1 < (ad + bd) ANabd = d

= x+yA(xVy)=d=xAy
Exercice &8
1) Soit n un entier naturel

Déterminons suivant les valeurs de n les restes de la division euclidienne du
nombre 5" par 13

Ona: s =513l 5 =l12[13k s =8l13]et 5* =113}
Donc: (Vke N) ; 5% = 1]13]
Soit r le reste de la division euclidienne du nombre 5" par 13

Ona:

Sin = 0l4]alors 5" = 1[13]donc r =1
Sin = 1[4]alors 5* = 5[13|donc r= 5
2[4]alors 5" = 12[13] donc r = 12
Sin = 3[4]alors 5" = 8[13]donc r= 8

I
Il

Sin

1

2) Déduction :

0n 2020 = 13X 155+5

Donc : 2020 = 5[13] d’oti : (2020)™ = 57*[13]

etona: 2020 = 5 X 404

Donc : 2020 = 0[4] d’ots 5 = 1[13]

Par suite : (2020)™* = 1[13], finalement (2020)**—1 = 0[13]
Donc 2020*" — 1 est divisible par 13.

3)Montrons que : A, = 0[13] e n # 0[13]

Soit n un élément de N .
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Ona: A, =1+5"+5"4+5*
Et: n=0[4] = 5" = 1[4]
Donc n = 0[4] = A, = 4[13]

= A % 0[13]
Par contraposée A, = 0[13| = n = 0[4]
Ona: (n=1[4]) = (5" = 5[13] et 5* = 12[13] et 5* = §[13))
Donc:n=1[4]= A =1+5+12+8[13]

— A, =0[13]
D'ou: n=1[4]= A, = 0[13]
eOna: (n=2[4]) = (5"=12[13] et 5 = 1[13] et 5* = 12[13])
Donc: n=2[4]= A =1+12+1+12[13]

— A =0[3]
eOna:(n=3[4]= 5"=8[13] et 5* = 12[13] et 5* = 5[13]
Donc: n=3[4] = A.= 1+8+12+5[13]
D'ol: n=3|4]= A, = 0[3]
Par suite n % 0[4] = A, = 0[13]
Par conséquent: A, = 0[13] = n # 0[4]
4) Montrons que : (Vne N') ; 31"+ 18" ' = 0[13].
Soit n un élémentde N',ona: 31 = 5[13]et 18 = 5[13]
donc: 314! = §%+1[13]
Bt 18-l = 5*=113]
Et puisque 4n + 1 = 1[4]et4n — 1 = 3[4]
Alors 5271 = 5[13] et 5% s = 8l13]idoncis® s 4i5% L = 018]
C’est-a-dire 31" + 18" ' = 0[13] par suite (Vvn e N*) ; 31"+ 18" ' = 0[13]

| Exercice 135
1) Vérifions que : (v e N) ; 4n*+ 18n2+20n+6=2(n+ 1)(n+3)2n+1)
Soit ne N
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Ona:2(n+ D+ 3)Qn+ D= Qn+ 2)2n*+ Tn+ 3)
=4n*+ 14n’ 4+ 4n* + 6n+ l4n + 6
=4n'+ 18n*+ 20n + 6

Donc: (VaneN) ; 4n*+18n*+20n+6=2(n+ 1)(n+3)(2n+1)
2) Factorisons 6n° +24n+ 18 pour n € N
Soitne N ona:6n?+ 24n+ 18 = 6(n® + 4n + 3)
=6((n+ 2)"-1)
=6(n+3)n+1)
Donc: (VreN) ; 6n*+24n+ 18 =6(n+3)(n+1)
3) a) Déterminons suivant n le nombre:
(4n’ + 18n* + 20n + 6) A (617 + 24n + 18)
Soit n un élémentde N,ona:
(4n*+ 180 +20n+ 6) A(6n* + 24n+ 18) = (2(n+ 1)(n+3)(2n+ D) A(6(n+3)(n + 1))
=2(n+1)(n+3)|2n+ 1) A3
Déterminons les valeurs du nombre d, = (2n + 1) A 3 suivant les valeurs de n
puisque 3 est premier alors d, = 1 ou d, = 3
Déterminons les valeurs de # tels que d = 3
Ona:d.=3=>32n+1 (car d.|2n+1)
= 2n+1=0[3]
= 2n = 2[3]
= 3[2(n—1)

etpuisque : 3 A 2 = 1 et 3|2(n — 1) alors d’aprés le théoréme de Gauss,
ona:3ln— 1cest-a-dire:n = 1[3]
DVol:do= 3 = n = 1[3]
Réciproquement ona: n= 1[3] = 2n+ 1 = 03]
= 3|2n+1
= 2n+1)A3=3
=d, =3

Donc:d,=3 «— n = 1[3]
lyadoncdeuxcas: n = 1[3]et n # 1[3]
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léerCas:n=1[3]e<d.=30na:

(4n+ 18n* + 20n + 6) A(6n? + 24n + 18)= 2(n+ 1)(n + 3)di= 6(n+ 1)(n + 3)
2émeCas:n# 1[3] e d. = |

Donc:(4n*+ 18n% + 20n + 6) A(6n° + 24n+ 18) = 2(n + 1)(n + 3)
b) Déterminons suivant les valeurs de n le nombre

(4n* — 18n%* + 20n + 6) V(612 + 24n + 18)

ona: (v(ab)e(N'Y) ; (avb).(anb)=ab,ilyadeuxcas:
lerCas:n = 1[3]ona:

(4n* + 18n% + 20n + 6) A(6n° + 24n + 18) = 6n* + 24n + 18

Donc : (4n*+ 187+ 200+ 6) v (6n*+ 24n+ 18) = 2(n -+ 1)(n+ 3)(2n+1)
2émeCas: n# 1[3]ona: d, =1

Donc: (4n* + 18n*+ 20n + 6) A(6n° + 24n+ 18) = 2(n+ 1)(n + 3)
D'ou :

5 : _ 2+ D(n+3)2n+ D) X6(n+3)(nt1)
(4n*+ 18n*+20n+6)v(6n*+24n+18) = 2n+ 1) +3)

=6n+1Dn+3)2n+1)

QY] Equation ax +by = ¢ dans 7

'équation ax+ by =c¢ admet des solutions dans 7’ si et seulement sJ
al b divise ¢

On considére dans Z° I'équation (£) : ax + by = ¢ et on suppose que ¢
divise a A b

Si le couple (xu;y0) est une solution de I'équation (£), alors S I'ensemble
des solutions de I'équation (F) est :

S={("°+ aij{)b‘y"_" akfb) K Z}

" Exercices d’application

| Exercice £13

1) Calculer 168 A 20
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2) Est ce que les équations suivantes admettent des solutions dans 7Z X 7,?
3) 168x+ 20y = 6

b) 168x + 20y = 4

() 42x+ Sy =2

3)a) Déterminer les couples (m;p) de 7 tel que : 42m + 5p = 1

b) En déduire un couple (uo;vs) solution de I'équation 42x + 5y = 2 dans 7’
¢) Résoudre dans Z* I'équation 42x + 5y = 2

d) En déduire les solutions de I'équation (42x + 5y —3)(42x + 5y +3) =—5

[Exercice £¥;
1) Résoudre dans 7Z* I'équation : Sx — 2y = |

2)Résoudre dans Z; |X = 1[_]5]
xX= 4[6]

Exercice 1}

1) Résoudre I'équation : 7Tu+4v =1 (1); ot : (u;v) € Z*

2) Soit (uo,, vo) une solution de I'équation (1); on pose : x, = Tuo + 20w,

Montrer que x, vérifie le systéme suivant : ($)1* = 57] ol (xeZ)
L ![4]

x = 0[7]

3) Résoudre dans Z le systéme : {
0[4]

X

i

4) Déduire les solutions du systeme ($).

Exercice £1

On considére dans 7’ I'équation suivante : (E): 324x — 245y =7

1) Montrer que si (x;y) est une solution de I'équation (£), alors x est un
multiple de 7.

2) Résoudre dans 7Z* I'équation (E).

3)Soit (x;y) une solutionde (£),onpose:d=xAy

a- Déterminer les valeurs possibles de d .

b- Déterminer les couples (x;y) solutions de I'équation (F)

tels que: x Ay = 1
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1) Calculons : 168 A 20
Ona:168=2"x3x7et20=2"%5
Donc: 168 A20 = 2" =4

2) a) » Pour I'équation 168x+ 20y =6 (1)ona: 168 A 20 =4

Exercice

Donc I'équation (1) admet des solutions dans Z X Z si et seulement si 4/6 ce
qui est impossible d’ou I'équation (1) n"admet pas de solutions dans Z X Z
b) e Pour I'équation 168x + 20y = 4 (2)
On a: 168 A20=4 et 4/4 donc I'équation (2) admet des solutions dans
LX7
c) ® Pour I'équation 42x+ 5y =2 (3)
Ona:42 A5 = | donc d’aprés le théoréme de Bezout
(o) € Z*) 5 42x%+ 5y. =1
D'ou : (F(xeiy0) € Z?) ; 42(2x0) +52y) = 2
Par conséquent I'équation (3) admet des solutions dans 7 X Z
3) a) Déterminons les couples (m:p) de Z° tel que : 42m+ 5p = 1
Ona:(42=5x8+2

=221

Doncili=5 3 sen
=5—2x%(42—-5x%x8)
=42(— 2)+ 5x 17

c'est-a-dire : le couple (— 2;17) vérifie I'équation 42m + 5p = |
Onprend m=—2et p=17

b) Déduction

Ona:42(— 2)+ S5x17=1donc:42(— 4)+ 5x34=2

D’ou le couple (— 4;34) est une solution de I'équation 42m + S5y = 2
On prend : (uy;vo) = (— 4;34)

c) Résolvons dans Z’ I'équation 42x + 5y = 2

Soit (x;y) un élémentde Z* ona:
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2x+5y=2 = 42x+5y=42(—4)+5 X34

= 42(x+4)=534—y)
Donc: 5/42(x + 4) et 5 A 42 = 1 et d’apres le théoréme Gauss : Slx + 4
test-a-dire: (k€ Z) ; x=—4+5k donc: y=34—42k avec ke Z
Réciproguement :
Vérifier que le couple (— 4 + 5k;34 — 42k) avec k € 7Z est une solution de
féquation 42x + Sy = 2
Par conséquent I'ensemble de solutions est :
S={(-4+5k34—-42)/ke Z}
d) Déduction:
Soit (x;y) € Z* tel que (42x + 5y —3)(42x+5y+3)=—35
Ona: 42x+5y—3<42x+5y+3
Donc: (42x + Sy + 3)(42x + 5y — 3) =— 5 si et seulement si :

’42\'+ 5y—3=- 50U {42x+ L |

42x+ 5y + 3 =1 42x + Sy+3=5
Cest-a-dire 42x + S5y =— 2Ou 42x + 5y =2
42x + S5y=—2 |42+ 5y=2

Parsuite : 42x +S5y =2 ou 42(—x)+5(—y) =2
=4—95 - I =— -
cest-a-dire : {x i s kEZ) oy [1* 4+ 5k i kel
y=—34+42k y=34—42k
Dot I'ensemble de solutions est :

S={(—4+5k;34—42k) ; ke Z}U{(4—5k;—34+42k) : ke Z}

1)Résolvons dans 7’ I'équation : 5x — 2y = 1 (1)

Onremarque que le couple (1;2) est une solution particuliére de I'équation (1)

Soit (x;y) un couplede Z*;ona:5x — 2y=1 e 5x—2y=5x1—-2x2
= 5x—-1)=2(-2)

Us(x— 1) et 2 A5 = 1; d'apres le théoreme de GAUSS: 2|x — 1
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c'est-a-dire: x=2k+1; ke€Z dol: y=5k+2; ke
On vérifie que le couple (2k + 1;5k +2) est solution de I'équation (1); dont

I'ensemble des solutions de (1) est: § = {(2k + 1,5k + 2)/k € Z}

2) Résolvons dans 7Z : 1* = L[15]
x = 4[6]

Soitx un élémentde Z;ona:
x=1[15] _, [Gke Z)lx=1+ 15k
x = 4[6] (' € Z)lx=4+6k'
<=,{(zm € Z)lx=1+15k
(Fk' € ZM + 15k = 4 + 6k'

ﬁ{x: L3k () e Z7
Sk—2k' = 1

En utilisant le résultat de la premiére question, pour l'équation : 5k —2k' =1
,onaalors: k=1+2petk'=2+5pavec: peZ

D'ou: x=16+30p,ou: peZ

Réciproguement, si x = 16 +30p avec pe Z

Ona:30p = 0[15]; 30p = 0[6]; 16 = 1[15]et 16 = 4[6]

d'oli: x = 1[15]etx = 4[6]

Par conséquent I'ensemble des solutions du systéme proposé est :

S = {16 +30p/p € Z}

28
1) Résolvons dans Z’, I'équation : 7Tu+4v =1 (1)
On remarque que le couple (3; — 5) est une solution de I'équation (1)

0na;{7u+4v=l

T — 3k 4(h 4 5) =10
e s T s s

= Tw—-3)=4(—v— 5%

Ona:7l4(— v— 5)et7 A4 = 1;dapres le théoreme de GAUSS :
7l—v— 5donc: (FkeZ); —v—5=7Tk

Donc:y=—5—_7k/k € Z

D'autre part;ona: 7(u—3)=4(-v—5) et —v—5=Tk
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Donc:u= 3+ 4k /k € Z

Réciproquement; ona: Tu+4v =T7(3 + 4k)+4(—=5-7k) =1

Donc :{(3 + 4k;— 5 — Tk)/ k € Z} est I'ensemble des solutions de I'équation

(1).

1) Montrons que x, vérifie le systeme suivant : ($): x = 5[7]
pi=1[4]

Soit (ia;v0) une solution de I'équation (1); donc : 7u, + 4v, = 1

Dot ¢ Xo— 5 = Tuo + 20ve — 5(Tus + 4v)

=—28u = 7(—4u,)

Donc: 7|x, — S; d'ou : x, = 5[7]

Bona: xo— 1 = Tuo+ 20vo — Tuto — 4vo = 16v, = 4(4v,)

Donc: 4|x, — 1; par suite: x, = 1[4]

Donc: xo vérifie le systeme: |* = 5[7_1
x = 1[4]

3} Résolvons dans 7 le systeme: (S!):{"‘ = 017]
x = 0[4]

Soit (") I'ensemble des solutions (S,) dans Z:

x = 0[7]
0 . = (§') = X
e {x 0[4]

{TIx
=5
4|x
Etpuisque: 4 A7 = L;alors: x & (S') = 28lx
= x = 0[28]

1

Réciproquement; soit x € Z tel que : x = 0[28].

Ona:28lx et puisque : 4128 et 7128

Aors: 4lx et 71x c'est-a-dire : x = 0l4]et x = 0[7]

donc: x € (') = x = 0[28]

Donc : {28k /k € 7.} est I'ensemble des solutions du systéme proposé.

4) Déduisons les solutions du systeme (S).
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x+ 23 = 0[7]
x+ 23 = 0[4]

Il

x = 5[7]

Soit x un élémentde Z,ona: ‘ (4] e
114

X

= x+ 23 = 0[28]
— x = 5[28]

Donc : {5+ 28k / k € Z} est I'ensemble des solutions du systeme ().

Exercice 4T
1) Montrons que si (x;y) est solution de (£), alors : x est un multiple de7.
Soit (x;y) un couple de 7’ tel que : 324x — 245y =17
Montrons que x est un multiple de 7.
Ona:324x — 245y = 7 « 324x = 7(1 + 35y)
Donc : 7|324x ; et puisque 7 ne divise pas 324, et 7 est un nombre premier,
alors: 7 A324=1
D'oli : 71324x et 7 A 324 = 1; d'apres le théoréeme de Gauss; 7 divise x; d'ol
x est un multiple de 7.
2) Résolvons dans Z* I'équation (E):
* Déterminons une solution particuliére de (E).
Ona:324=245x1+ 179

245=79x 3+ 8
TO=8x9+ 7

Donc: 7=79 — 8x9

=79 — 9 x (245 - 79 x 3)
28 x (324 — 245 x 1) — 9 x 245
= 28 X 324 — 37 x 245

Ainsi, le couple (28:37) est une solution particuliére de (E).
Soit (x;y) un élémentde Z*;ona:
324x — 245y = T > 324x — 245y = 324 x 28 — 245 x 37
< 324 (x — 28) = 245(y — 37)
Donc : 245 divise 324(x — 28)
Et puisque : 324 A 245 = 1; alors d'apreés le théoréme de Gauss:
245 divise x —28; d'ou: x = 245k + 28/ k € Zet y = 37+ 324klk € 7.
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Réciproquement : On vérifie que le couple (28 +245;37 + 324k) est une
solution de (%) pour tout & de Z.
Donc : I'ensemble des solutions de 'équation (£) est :
§={(28+ 245Kk ;37 +324k)/k € 7}
3) a- Déterminons les valeurs de d :
Soit (x;y) un élément de Z*; tels que : 324x — 245y =7
Ona: d divise x et y;d'ol: d divise 324x — 245y ; ainsi : d divise 7.
ft puisque : 7 est un nombre premier et d est un élément de N'; alors :
d=loud=17
b) Déterminons les couples (x;y) de S vérifiant x A y = 1
Soit (x;y) un élément de S; ona: 7 divise x d'aprés la premiére question.
Si:xAy= 1alors 7 ne divise pas y
ttsi7nedivisepas y alors: x Ay# 7dou:xAy=1
Donc: x Ay = 1 si et seulement si 7 ne divise pas y
Soit: y=137+324k;avec: k € Z
Ona: y=T7(46k+5)+ 2k+2
Dloti:y = 0[7] = 2k + 1) = 0[7]

= k+1=0[7](car2A7=1)

= k=~ 1[7]
Donc:xAy=1 e y 2 0[7]

= k- 1[7]

Ainsi, les couples demandés sont de la forme : (28 + 245k;37 + 324k), avec
keZ etk #— 1[7]

On dit qu’un entier relatif p est premier lorsque | p|+# 1 et p admet exac-
tement les quatre diviseurs suivants:1; —1; p et —p

* D est premier < p# let p # - let D ={-1;1;—p;p} ou D, est I'en-
semble des diviseurs du nombre p

Autrement dit : p n‘admet pas de diviseurs propres.
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- Remarques >

» Si a est premier alors (— a) est premier

e | et —1 ne sont pas premiers

“ Propriétés ™

(B Soit a € (N —{1}) tel que @ est non premier. Le plus petit diviseur pos-
tif du nombre a et qui est différent de a et de 1 est un nombre premier
Cf_’;' Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, il existe un nombre premier p
tel que pln et p* < n.

@ Lensemble des nombres premiers est infini

@- Soit p et g deux nombres premiersona: p# g pAqg=1

Q’; Soit p un nombre premier et a un élément de Z ona:

(p nedivisepas a <= pAa=1)

@ Soit p un nombre premier; a et b deux éléments de Z et p,, p., p:
et p, des nombres premierstelsque n € N".Ona:

1) plab <= pla ou p|b

2) ((plab) et (p ne divise pas a)) = p|b

3) pla’ < pla

4) plpip2--po= i €{1,2,-,n} : | p|=|pl

5) Théoreme de FERMAT

Si p est un nombre premier et a un entier relatif non divisible par p, alors

a" ' = 1] p] cest-a-dire p divise g*' — 1

"Conséquence‘
Si p est premieralors, (Va € 7Z) ; a” = a|p]

“ Théoréme fondamental de I'arithmétique ™
Tout nombre entier relatif distinct de —1 et 1 s’écrit d’'une fagon unique
sous laforme n = ep" X pi* X --- X p* oU py, p2, ps...et p, sontdesnom:
bres premiers positifs distincts deux a deux et @;a.;++;@, des entiers natu-

relsnonnulset e=1sineNete=—1sip<0
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< Propriétés ™

o,
I

a

Soitn=¢ep“xpix.xp® (oue € {- I;1}) la décomposition en produit
de facteurs premiers du nombre n
d et m sont deux éléments de 7
o d|n —d=€phxphx...xphtelsque: Vie{l;2;-n} ; 0<B, <q,
ete' € {—1;1}
° n|m<=om =gpYiXphX...XphXq tels que: (Vi€{1;2;---;n}) Ry =a
et ¢ se décompose en produit de facteurs premiers distincts pi;pa; -« s

“ Propriétés ™
Soit n=p uXpuX-.-Xp& la décomposition en produit de facteurs pre-
miers du nombre n

Le nombre des diviseurs positifs du nombre n est N= (1 +a)(1+a,)---(1+a,)

< Application ™

Soit a=p A XpuX...Xph et b=phXphxX...Xphk ou p;p,;--- et pi
sont des nombres premiers distincts deux a deux et & € N et 3, € N pour '
tout / de {l;2;3;—--;k}

Ona:aAb=plXphX--XpletaVb=p XphX..-Xph

ouy, = Min(a,B) et A, = Max(c., B) pour tout i de {1;2;3;..-;k}

" Exercices d’application
(Exercice £11

Montrer que la somme de trois nombres entiers naturels impairs et
consécutifs est un nombre non premier.

(Exercice £X1

Soit @ et b deux entiers naturelstelsque: a> let b > 1.

Montrer que : N = a" + 4b" est un nombre non premier.

(Exercice &5
x = 2[7]
Résoudre dans Z le systéme suivant : (E):1x = 1[8]
x = 3[9]
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| Exercice £33
1) Soit n un élément de Z ; montrer que :
a- Si n est impair alors : n’ = 1[8]
b-Si n est pair alors : n* = 0[8]ou n’ = 4[8]
2) Résoudre dans N X N I'équation 8x + 1 =y’
3) Montrer que : (Vn € Z); (n est impair = n' = 1[16])

[Exercice £11

Soit p un nombre premier,et a € N telsque:2 < a < p-— 2

Montrer que: le nombre p est premier avec le nombre @’ — 1.

(Exercice £13
1) Soit a et b deux entiers naturels tels que: (a + b) Aab = p*, et p estun
nombre premier positif.
a- Montrer que : p*|a* et que pla.
b- Montrer que : p|b.

c-Montrerque:aAb=pouaAb=p°
(a + b) Aab = 49

aVb= 231

2) On considére dans N? le systeme:
a- Montrerque: a A b =17
b- Résoudre dans N* le systéeme (S).

1) Décomposer le nombre 469 en produit de nombres premiers.
2) Déterminer les couples (x;y) d’entiers naturels vérifiant : x* —y* = 469
1) Soit p un nombre premier.
Déterminer tous les entiers relatifs o, tels que : a.* = 0[p?|.
2) En déduire tous les entiers relatifs x qui vérifient :
(E):x?+ 18x + 32 = 0[49]
(Exercice £133
Soit p un nombre premier et n un élémentde Z; tels que :n* = 1[p]; nZl[y|
etp=:-2

Montrer que: (n+ 1)¢ = 1[p]
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1) Comment peut-on écrire les diviseurs positifs du nombre 630 ?
2) Déterminer tous les nombres entiers naturels x qui vérifient:
xV 18 =630 |

Soit p un nombre premier, tel que: p = 5.

1)Montrerque: (3keN";p=6k—1) ou (3keN"; p=6k+1)
2)En déduire que : p* = 1[24]

bercice 113

Soit P est entier naturel.

1)Montrer que si p et 8p — 1 sont deux nombres premiers; alors 8p + 1 n’est
pas premier.

2) Montrer que si p est premier et p # 3; alors le nombre 8p ? + | n’est pas
premier.

Eiercice &P
Sit n un entier naturel tel que : n = 2 et p divise (p—1)! + 1

Montrer que n est premier.

Soit # un entier naturel de N —{0;1}
Montrer que : 5" — 3" n’ est pas un nombre premier.
1) Déterminer tous les entiers naturels x tel que : x v 15 = 720
1) Déterminer tous les entiers naturels x tel que: x A 5880 = 84
bercice £
Sit p un nombre premier tel que: p = 5
1)a-Montrer que : p* = 1[3]et que: 27 = 2[3]

b- En déduire que le nombre p*+ 2" n'est pas premier.
2)Montrer que si: p* -+ 2” est un nombre premier, alors : p = 3.

Sit @ et b deux éléments de N'; tels que : a Ab= 1 et ab est un carré
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parfait.

Montrer que a et b sont deux carrés parfaits.

EEEEY A7) (Théoreme de FERMAT)

Soit p un nombre premier positif

1) Montrer que p divise C* pour tout k de {1;2;--;p— 1}

2) a) Montrer que : (Vvae N);nr= n[p]

b) En déduire que si p ne divise pas n;alors: n’~' = 1|p]

3) Application :

a) Montrer que pour tout n de IN; le nombre 546 divise n”’* —n

b) Montrer que I'équation : 3x’ + 3x + 7 = y' n'admet pas de solutions dans 7.
[Exercice &1}

Déterminer les nombres premiers qui vérifient: pl27 + 1

| Exercice £U)
Soit p un entier naturel premier; tel que : p = 3[4]
1) a) Montrer que l'équation : x* + 1 = 0[p|n’a pas de solutions dans Z
b) En déduire que : (V (x,y) € Z?); (p| x* + y* = p| x)

2) a) Montrer que I'équation : x>+ y* = pz avec: x Ay A z= |, nadmet pas

3

de solutions dans (N")
b) Résoudre dans : Z*, 'équation : x* +y* = pz’
| Exercice £1)
1) Montrer que : (Van e N) ; n(n*—1) =0[7]
2) Montrer que : (Va € N) ; n(n*—1) = 0[6]
[ Exercice &5
Montrer que : (2222)** + (3333)** = 1[5]
| Exercice £7)
Pourtout n de N,onpose: A,.=n(n’—1)(n*—4) et B,.=n"—n
1) Montrer que : A, = 0[5] et B, = 0[5]

2) Soit a et b deux éléments de 7
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3 Montrer que : @’ +b° = 0[5] = a+ b = 0[5]
o] Déterminer les entiers naturels p tels que :
p'+32=0[5]et 0<p<20

Erercice £1) )

Sithe N;ona: 2n+ 1; 2n+ 3 et 2n + 5 trois nombres impairs consécutifs,

Ma: N=(2n+1)+(2n+3)+(2n+5)=6n+9=3(2n+3)
linsi, ce nombre N est divisible par 3 et N > 3; donc N n’est pas premier.

Exercice £33
Sit ¢ et p deux élémentsde N;telsque: g> let h>1et N=g'+ 4p*

Ona: N=(a*+2b*) — 4a’b* = (a* + 2b*> — 2ab)(a* + 2b* + 2ab)
=((a=bY +b’)(a+b) +b)

ttpuisque: @ > l et b > 1, alors: (a— by +b*> 1 et (a+b)+b> > 1

donc: (¢ + b)Y + b° est un diviseur propre du nombre N

farconséquent N n’est pas premier.

ercice £
[x=2[7] [@keZ);x=2+7% )
Sit x un élément de Z ona:ix=1[8] e 3iBk' €Z) ; x=1+8K (2)
lx=3lo] e ez ; x=3+" 3
§i x est solution du systéme (E) alors 1 + 8k" = 3 + 9k cest-a-dire
% -2=9k" et 2+ 7k = 1+ 8k’ cest-a-dire 8k’ — 1 = Tk

B 1= Tk est-adire {?2}" e O

Donc : : g
{8*? -2=9% 56k’ — 14 = 63k"

D'oﬂ:{&“nk P par suite : 63|(16k" +5)

63|(56k" — 14)
stpuisque 16k +5 = 0[63] = 16k’ =—5(63]
— 64k =—20[63]
— k' =—20[63] car (64 = 1[63])
Donc: (g€ Z) ; k' =—20+63¢q
Dot: x=1+8(—20+63g) =— 159+ 540g ol g € Z
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x = 2[7]
Réciproquement si x =— 159 +504g ol g€ Z ona: !, = |[g]
x = 3[9]

S={-159 +504q/q € 7}

Remargue : On peut aussi déterminer une solution particuliére x, pourle
systeme (F) puis déduire que les solutions du systéeme sont les nombres
%+ (7% 8%9)qg=x+ 504q (ot g € Z)

1) Soit n un élément de Z

a- Montrons que : n= 1[2] = n* = 1[8]

Puisque n estimpair, alors (Gp € Z) ; n=2p+1

Donc: n*=2p+ 1) =4p’+4p+1=4p(p+1)+1

et puisque: p(p + 1) = 0[2]alors p(p+ 1) = 2k (ol k € Z)

Donc: n’ = 8k+ 1 d'ou: n* = 1[8]

b- Montrons que : (n = 0[2]) = (n“ =0[8] ou n* = 4[8])

lere Méthode :

Supposons que n est pair.

alors n=2p (ou p élément de Z)donc n’ = 4p°.

Dol n* = 0[4] c’est-a-dire n* = 4k (ol k€ Z)

e Si k estimpairalors k =2k'+ 1 avec k' € Z

et par suite n’ = 8k’ +4

finalement n* = 4|8]

o Si k est pairalors k = 2k’ (avec k' € Z), donc n* = 8k’, d'oli " = 0[8]
2éme Méthode :

*Si n estpairalors n = 0[8|oun = 2[8]oun = 4[8]oun = 6[8]

et puisque 2° = 4[8]et 6° = 4[8] et 4* = 0[8]

alors n* = 0[8]ou n’ = 4[8]

2) Résolvons I'équation 8x + 1 =y’

Puisque 8x + 1 est impair, alors y* est impair, d’oli y est impair.

Par suite : y* = 1[8] (d’aprés 1) a)).

Onpose y=2k+1avec ke N
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na: y* = (2k+1)* =1+ 4k + 4k’
Donc: 8x =y’ — 1 = 4k + 4k’
dest-a-dire 2x = k(k+ 1) d'ol x = k_(k_2+_1) (on sait que k(k+ 1) est pair)

Parsuite : (x,y) = (k—(-k—-;—ll, 2k + l) ou ke N

Réciproqguement on vérifie (EL!‘—zil—) 2k + l) est solution de I'équation.

finalement S = {(E-(%l) 2k + l)fk e N}

3)Soit n un élément de Z tel que n est impair.

Montrons que : n' = 1[16]

Ona:(n estimpair = n’ = 1[8]) d’aprés la question 1) a)

Donc: n* =1+ 8k avec k € Z

gona: n' = (1+8k)> =1+ 16k + 64k = 16(k + 4k*) + 1

tnposant p=k+4k’,ona: n'=16p+1avec peZ

Par conséquent : n' = 1]16].

bercice £70

Soit k un élément de {l;2;3;...;p —1};0n pose : d = PGCD(p;k)
Ona:d| p;donc: d =1 ou d = pet puisque : d # p (car: d| k et p ne divise
pas k);alors: d =1

ra-1€{l;2;.5p— eta+ 1 € {1;2;..;p - 1}

Nors:pA(a— 1)=letpAla+1)=1

Donc: pA(a?—1)=1 ahb=1

Info: (v(a:b;c) e Z): e ahNbc=1
Eercice £133

1)a-Montrons que: p *|a ?, puis pla:

ma:p?=(a+ b)ANab,dou: p*la+ bet p?lab

Donc: p2|a(a + b) — ab; d’'oti: p?la’

Ona: p|p>donc: pla?, et puisque p est premier, alors : pla

b-Montrons que p| b:

Ona:pla+ bet p?lab,dol: p?|b(a+ b) — ab c'est-a-dire: p *|[b?
itpuisque : p| p %, alors : plb 2, et sachant que p est premier, alors : p|b
t-Montronsque aAb=pouaAb=p?
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Onpose:d=aAb,ona:d aetd b;dol:dla+ betdab
Par suite : d|(a + b) A ab; donc: d| p *, par conséquent: d € {1;p;p*}
Et puisque: p a et p halors: p/d donc: d=p ou d=p’
[(a;b) e N?
2) On consideére le systéme: (S){a Vv b = 231
a- Montronsque:aAb =7 (a+b)Aab =49
On adaprés laquestion1)c)ona: (a+b)Aab=T
et 7 est un nombre premier;donc:aAb=Tou aAb=T
Et puisque:a A b aV bet7 23let 49 ne divise pas 231;alors:aAb =17

b- Résolvons le systéeme (S): [a’ Ab =1
Ona:aAb=T;donc: 3(@;p)eN? ; la=Td
b="1b

Et puisque: 23l =aV b= T(d' VvV b)= Tda'b alors: a'b’' = 33
Ona: [P =33 . dou: (@, b) & {(33;1);(1:33);(3; 11); (11;3)}
anb =1
Et puisque : @ = Ta’ et b = T7b’ alors 'ensemble des solutions du systéme
(S) est: s ={(231;7);(7;231);(21;77)(77;21)}

| Exercice &£13

1) Décomposons le nombre 469 :

Ona: 469 = 67 X 7; 7 est premier et 67 est aussi premier.

Ainsi la décomposition en produit de facteurs premiers du nombre 469 est:
7X67

2) Déterminons les couples (x;y); vérifiant x* —y' = 469; avec (x;y) € N
Soit (x;y) élément de N*;
Ona:xe€NetyeN;dolu:x—y<xetx’+axy+y*=x

-
yd

Donc: x — y S x? + xy +
x—y=1 x—y=17
|) ) Ou{ y

Ainsi: x*— y?= 469 = 4
xX*+xy+y:=67

Xx*+ xy+ y*= 469

xX=y+ 1 x=y+7
— _ ou
O+ 15 p0i 1)y = 469 W' -5 Gt 7)o =67
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x=y+1 x=y+17
= ou
3y’+3y—468=0 |3y*+ 2ly—18=0

Les solutions de I'équation : 3y’ + 3y — 468 = 0 sont: -13 et 12.

etles solutions de I'équation : 3y* -+ 21y — 18 = 0 n‘appartiennent pasa N.
x=13

Donc:x*— y'= 469 <={
y=:12
par conséquent le seul couple de N? solution de I'équation : x* — y’ = 469

est (13:12)

1) Déterminons tous les nombres o de 7 qui vérifient : a* = 0[ p?]
Ona:o?=0[p*|le p2la?
Etona: p|p’et p?la?; dou: pla?
Etpuisque p est premier; alors : pla, donc: (Fk€Z) ; a=kp
Réciproquement, si @ = kp avec k € Z
alors p? a*donc: a?=0[p?
Donc les nombres o s’écrivent sous la forme kp ol k € Z
2) Déduisons tous les nombres relatifs x qui vérifient :
x4+ 18x + 32 = 0[49]
Ona: (x+9) =x"+18x+ 81 et 81 = 32[49]
D'oli: %2+ 18x + 32 = 0[49] = x2+ 18x + 81 = 0[49]
= (x+9)?2=0[7°]
ftd'aprés la question 1);ona: x+ 9 = 0[7);donc: Gk e Z) ; x+9 =Tk
Donc : les solutions de I'équation (/) sont les nombres relatifs:
x=—9+7k;avec: ke Z

Exercice &

Soit p un nombre premier positif et n un entier relatif; tels que: n* = 1|_p]
et nZl|p|

na:n'—1=m—-1)n+n+1)

Etona: = [ple= n*—1 = 0[p]

= pin*-1
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etona: nZl[p| e n— 1£0|p|
<= p ne divise pas n— 1
Et puisque p est premier, et ne divise pas n—1;alors: pA(n— 1)= 1
Parsuite: p{(n— )(n*+n+ DetpA(n—1)=1
D’apres le théoréme de GAUSS: pin?+ n + 1
Ainsi:(n+ 1) =—n?[p| dou:(n+ 1)° = n"|p]

Il

Etona:n'= 1[p]|= n" = 1[p]; Conclusion: (n + 1) ¢ = 1[p]

Exercice &7

1) Déterminons l'écriture des diviseurs positifs du nombre 630:

Ona: 630=2'X3"X5'X7

Ainsi, chaque diviseur positif @ du nombre 630; s'écrit sous la forme:
d=2'X3"X5XT7*

Avec a; b; ¢ et d des entiers naturels vérifiant :0 < a <1, 0 £ b <2,
0=<c=let0=d=1

2) Déterminons tous les entiers naturels qui vérifient : M(x;18) = 630.

On rappelle que : x=pl'Xpix.xp et y=phxphx.xph esth
décomposition en produit de facteurs premiers des entiers naturels x et y.

k(g ) (e, B,)

Et:xVy= M@y =p, Xp)

max (e B

Xiiapip
Onpose: x =2°X3°X5 X7, ol a; b; ¢ et d des entiers naturels.
Ona:18=2'X3*X5"X7"et 630 =2'X3*X5' X7

Mix:18) =630 v =2 =X 3 SIS g < e B0 ="hi<= 22

5 x=2"%3°%5'xT7'oux=2"°X3"X5'XT7 oux=2"°%X3"XxX5x7
oux=2'X3'X5XT7 oux=2'X3X5XT7Toux=2"%X3"X5x7
Donc : les entiers naturels x qui vérifient la condition :

M(x;18) = 630 sont : 35; 70; 105; 315; 210 et 630.

1) Montrons que : (ke N ; p=6k—1) ou (ke N"; p=6k+1)
Ona:(vne N)@'ref{0,1,2,3.4,5}) ; n=rl6l

Donc chaque entier naturel s'écrit sous la forme : 6k+r; ol:
re {0; l;2;3;4;5}

Et puisque p est premieret p = 5, alors p ne divise pas 2 et 3.
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Ainsi : p ne s'écrit pas sous la forme: 6k; 6k+ 2; 6k+3 ou 6k + 4
Par conséquent p s'écrit sous laforme: p=6k+1ou p=6k+5
Etpuisque: p = Sonaalors: 6k+ 5= 6(k+1)—1: ke N’

Ainsi: (GkeN";p=6k+1)ou (ke N ;p=6k—1)

2) Montrons que p? = 1[24]:

D'aprés la question 1); le nombre p s'écrit sous la forme 6k — 1 ou 6k + 1;
avec: ke N *

lercas:Si p=6k+1;

dlors: p’—1=(6k+1)—1=36k"+12k+1—1=12k(3k+1)

Il suffit de montrer que le nombre k(3k+ 1) est pair.

*Si k est pair, alors : k(3k+ 1) est pair.

*Si k est impair, alors : (3p, € N) ; k=2p,+ 1

Ainsi: k(3k+ 1) = (2po+ 1)(6po+4) = 2(2ps+ 1)(3ps + 2)

Donc : k(3k + 1) est aussi un nombre pair.

Ainsi, pour tout nombre naturel k de N"; le nombre k(3k + 1) est pair.
Donc: (Im € N*); k(3k + 1) = 2m; par suite : p>*— 1 = 24m;

dol: p* = 1[24]

2®mecas:Si p=6k—1;alors: p°—1=36k— 12k = 12k(3k— 1)
»Si k est pair, alors ; k(3k— 1) est pair.

*Si k est impair, alors: (g€ N) ; k=2¢g+ 1

Dlot: k(3k—1)=(2¢g+1)6g+2)=2(Bg+1)2g+1)

Donc : k(3k— 1) est pair.

Par conséquent: Gme N ') ; k(3k—1)=2m

Ainsi: Gm e N ") ; p*—1=24m; c'est-a-dire: p* = 1[24]

Donc dans tous lescas : p* = 1[24]

1) Montrc;ns que si p et 8 — 1 sont deux nombres premiers, alors 8p + |
n'est pas premier.

oSip=2,alors: 8p—1 = 15 et 15 n'est pas premier.

oSi p=3,alors: 8p— 1= 23 et 23 est premier; etona: 8p+ 1 = 25 n'est

pas un nombre premier.
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e Soit p un nombre premier tel que : p = 5; on suppose que : 8p — 1 estun
nombre premier.

Ona: p est premier; et p > 3; donc : p#0[3); il reste alors: p = 1[3]ou
p = 2[3]

Et puisque : 8p — | est premier alors : p#2|3] car sinon alors :

p = 2[3ldonc:8p — 1 = 0[3]cequiestabsurde d’ol: 8p — 1 n'est pas premier.
Donc: p = 1[3]par conséquent : 8p + 1 = 0[3]

C'est-a-dire : 8p + 1 est un nombre non premier, car 3 est un diviseur propre
du nombre 8p + 1.

2) Soit p un nombre premier et p # 3; montrons que 8p’+ 1 n'est pas
premier.

e Si p=2,alors: 8’ + 1 =33, non premier.

eSi p>3,alors: p = 1[3]ou p = 2[3]

Ainsi: 8p2+ 1 = 9[3]ou8p?+ 1 = 33[3]

Et puisque : 9 = 0[3]et 33 = 0[3], alors: 8p* + 1 = 0[3]

C'est-a-dire : 3 divise 8p*+ 1 et 8p*+1 > 3

Par conséquent : 8p” + | n'est pas premier.

Soit 7 un élémentde N et n > 2; tel que : n divise (n—1)!+ 1
Montrons que n est premier.

Méthode 1:

Ona: ndivise (n—1)!+1,donc: (Fke N") /(n—1)! + 1 =kn
Cest-a-dire : (Ike N ) /nk—(n—1)! =1

Donc: (Va € {2,3,...,n— 1}) ; nk — a(ﬂﬂ;;,l_)__!) = 1

D'ou: (Va € {2,3,...n— 1}) ; n Aa = 1(d'aprés le théoréme de BEZOUT): 1
est premier.

Méthode 2:

Soit g un élément de Z; tel que ¢ divise n et |q| # |
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Montrons que : |g|= n

Ona:gln;d'ol:|q||n, donc:|q| < n
Etpuisque : n|(n — 1)! + L;alors:|g|/(n— 1! + 1
*Siona: 1 <|q|<n,alors:|g||(n— 1)!

(gl =1

Donc :
lg]ltn = D!+ 1

:>|q||l

Par conséquent : | ¢ | = 1, et ceci est en contradiction avec: |¢| # 1;
ainsi: [g[=n
Donc: (Vg € Z) : lq!lﬂ = |gl=noujq|=1

Conclusion : n est un nombre premier.

Exercice £'%3

Soit ne N —{0;1}

Il suffit de montrer que :

Si n est un nombre non premier, alors : 5" — 3" n’est pas un nombre premier.
Onsuppose que n est un nombre non premier, ainsi; le nombre # admet des
diviseurs propres.

Cest-a-dire: (Ip,q e N —{0. 1 }):’n =pg; n#Fpetn#Fqgcarp # letg # 1

Parsuite: §» — 3n = §5m _ 3w
SO = ()

g1

= (52— 3921691 (30

Inforqr—br=(a—-b)a*'+a" b+ ..+ab* >+ br")

p- |
=(a—1b), Y a b=

p=1
Ebplisque di(5E= 37) —(2, YT5*.3 #2174 alorsii 5.0 = 302 2
k=0
q=1
Bonai Y (68 . (3 Rk =2
k=0
a=|
Donc: (Fa.bEN—{0,1D;5*~3 =abtelque: b= 31(57*.(37) ¢ '+

b

Et par conséquent : 5" — 3" n'est pas un nombre premier.
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(Exercice 411

1) Déterminons tous les entiers naturels x telsque : x v 15 = 720

Ona: 720 = 2'Xx3’X5, est la décomposition en produit de facteurs premiers.
Soit x € N;telque: xV 15= 720;0ona:xV 15= 720 = x/720

Ainsi, x peut s'écrire sous la forme: x = 2% x 3P x 57

avec 0; B ety des entiers naturelstelsque:a < 4; B < 2ety = |

Et puisque : x v 15 = (29 x 3P x 57) V(3 x 5)
= 2,...;;{&.{!} X 3»up{!’». I} % Ssup[‘f. ]

= D432 @8]
Alors : sup(a,0) = 4 = o = 4
sup(B,l)=2=B=2
sup(Y,1)=1=y=1louy=0
Donc les entiers naturels qui vérifient : x vV 15 = 720 sont : x = 2*X3’Xx5’
ou x'=2*%x3*x5
2) Déterminons tous les entiers naturels x tels que: x A 5880 = 84

Soit x un entier naturel ; ona: x A 5880 = 84 « [8%) A (53.20) S5

15 (gﬁf) AT0 = 1
Et puisque : 84 = 2°X3X7; est la décomposition en produit de facteurs
premiers, et 84 divise x,
Donc : il existe a de N'; tel que : x = 84xa = 2°X3XTXa
Etona: 70 = 2X5X7 etaA70 =1

Donc la décomposition en produit de facteurs premiers de a est sous la
forme: a = ﬁ p

avec: o, € IIN:‘I et pe P —{2,5,7}

Ainsi, la décomposition de a peut contenir le nombre 3.
Etona:xAS880=(22 X3 XTXa)NR2EXxIXS5XT)=23%x3X] =84

Donc, les nombres demandés sont : x = 22 x 3" x ?(ﬁ p,etineN"

et peP—{2,3,5,7} et a, € N. o
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Exercice 17

1)a- « Montrons que : p* = 1[3]

Puisque p est premieret p = 5;alors: p = 1[3]ou p = — 1[3],

donc: p? = 1[3] .

+ Montrons que: 27 = 2[3]

Ona p est premier et p = 5; donc: p est un nombre impair.

Donc: (IkeN")/ p=2k+1

ftona 28=tg etz (D2)Esc)

ftpuisque : 22 = 1[3]alors: 2% = 1[3]

Donc: 2%*+! = 2[3], c'est-a-dire : 2 = 2[3]

b-Déduction :

Ona:2r = 2[3]et p? = 1[3]

Donc: 27 + p* = 0[3], ainsi : 3 divise 2” + p’

Par conséquent : 2"+ p* admet un diviseur propre.

Conclusion : 27+ p’ n'est pas premier.

2)Montrons que si p’ -+ 2” est premier, alors: p =3

Onad'aprés la question 1) b), p est premier et p = 5, donc: 2”+p’ n'est
pas premier.

Ainsi: d'aprés la contraposée : 2 + p® est un nombre premierimplique p < 5.
On suppose que 2+ p’ est premier, ainsi: p < 5

ftpuisque p est premier positif,onadonc: p=2 ou p = 3.

*Pour p=2;0na: 2°+ 2> = 8 et 8 n'est pas premier.

*Pour p=3;0na: 2*+3* =17 et 17 est premier.

Donc:si p®+ 27 est premier, alors: p = 3.

xercice £73

Soit a et b deux élémentsde N ; telsque:aAb = letab = a?ol: 0. N'
Stab=1, alors : a=1 et b=1; dans ce cas a et b sont deux carrés
parfaits.

Onsuppose que : ab # 1; donc: a # 1

&
On considere : o = [ [ p*, la décomposition en produit de facteurs premiers

el
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dea;avec:a.eN'etp e IP; pp<p.< ... <
Ona:ab=(prpo.p&) = pipie p= .

Ona: (Vi € {1,2,...k}); p|ab = plaou plb

Il n'existe aucun nombre premier p;, avec: 1 < i < k, qui divise a et b en
méme temps, car: a A b = |

Donc, chacun des nombres a et b s'écrit: a =(a’) et b=(b')

avec:a' Ab = 1

Dans ce cas, chacun des nombres a et b est un carré parfait.

[Exercice £y
1) Montrons que : (‘v’k € {1;2;..5p - l}) P
Soit k un élémentde {1;2;--:p— 1}
Ona:ci= {C* | d’ou :kC} = pC;-| ainsi, p divise kC}
Et puisque p est premier, et k < p; alors p Ak =1, par suite et selon le

Tk
c;

théereme de Gauss p divise C*

Donc: (Vk € {1;2;.5p — 1}); p|C}

2) a) Montrons: (Va e N); n* = n| p|

Pour n=0;0ona: 0" = 0[p|car 0"=0

Soit n un élément de N

On suppose que n” = n|p|et on montre que (n + 1)” = n + 1]p]|
Ona:(n+ 1)r=D'Clnt= 1+ n*+ Zc* :
Puisque : (Vk € {‘1_2, sp— 1});Ch = 0[pl

Alors : (Vk € {1;2;..;p — 1});Cin* = 0 p]

Ainsi : FZIC},n* = 0[p]

Donc : (knl+ De=n"+ 1[p]

D’aprés I'hypothése de récurrence : n” = n|p]|
Donc:n"+ 1 = n+ I[p]dou:(n+ 1)’ = n+ 1p]
Par conséquent : (Vn e N);n? = n|p]

b) Déduction :

On suppose que p ne divise pas n; et montrons que : n” ' = [[p]
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Ona p ne divise pas n et p est premier,donc:nAp= 1
Etpuisque : n” = n|p], alors pln® — n; c’est-a-dire p|n(n? ' — 1)
Daprés le théoréme de Gauss : pln~' — I;donc: n?~' = 1[p]
Ainsiz (Vn & N);(n/\p-‘- l=>nr'= l[p])
3) Application :
a)Montrons que : (Vva e N);n"—n = 0[546]
Soit 7 un élément et N; ona: 564 =2 X3 X7 X 13 est la décomposition
en produit de facteurs premiers du nombre 564
Info:
(vne N);n”=n|p] ot p est nombre premier positif
cerésultat s’appelle le théoréme de Fermat.
Onad’apres le théoréme de Fermat n" = n[13] (13 est un nombre premier;
donc 13" — n
ftona:n® —n=n(n?— 1)
=nn*— D¢+ 1)=(n"=n)(n°+ 1)

ftpuisque : n” = nl7]; d’aprés le théoréme de Fermat :
In’ = nainsi 7| n" — n
Donc:7A 13 = letl13|n”— net7|n”— n;dot:7x13|n"— n
ttona: n®—n=nln*+1)n—1)

=n(n®+ 1)(n2—1)(n* +n*+1)

=(n*=n)n*+1)n'+n*+1)
Etpuisque : n* = nl3]; (d’aprés le théoréme de Fermat); alors : 3| #* — n d’ol
In"“—n
finsi: 7X 13|n®—n et 3|n® — ndot 3 A (7 x 13) = |
Doli:3x 7 x 13[n"*—n
tona:n®—n=nn+1)(n°—1)

=n(n®+1)(n*—1)(n*+1)

=(n*—n)n®+1)n*+ 1 )(n*+n+1)
Bt puisque : n? = n[2]; d’aprés le théoréme de Fermat : 2|n?— n ainsi
An" —n

Donc:3x7x13|n"—net2ln®—-net:2ABx7x13)=1
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Dol:2x3x7x13|n"*~n

c’est-a-dire : 546/n" — n

Par conséquent : (Vn e N);n®—n = 0[546]

b) Montrons que I'équation : 3x° + 3x + 7 = y*; n'a pas de solution dans Z°
On utilise le raisonnement par I'absurde :

On suppose qu’il existe un couple (a;b) de 7’ telque: 3¢* +3a+7= b
Ona: b’=3(a*+a+2)+ 1;dou: b*=1[3]

D’aprés le théoréme de Fermat : b* = b[3]donc: b = 1[3]

Parsuite: (Jk€Z);b=1+3k

Et puisque: b’ =3(a’+a+2)+ 1;alors :

1+ 9k + 27k + 27k’ = 3(a’ +a+2)+ 1

D'ou: @’ +a+2 = 3(k+3k>+ 3k*)

Donc:a*+ a+ 2 = 0[3]

On montre que ce résultat est impossible

Siona:a = 0[3) alors: a*+ a+ 2 = 2[3]

Siona:a = 1[3) alors:a*+ a+ 2 = 1[3]

Siona:a = 2[3) alors: a*+ a+ 2 = 2[3]
Conclusion, notre hypothése est fausse, donc il n’existe pas de couple de 7°,
vérifiant I'équation : y* = 3x*+3x+ 7

On a : d’aprés le théoréme de Fermat : 27 = 2[p|donc: p[27 — 2

Ainsi:[Plzp"' L3

pl2r—2
Et puisque : p est premier; alors: p =3
Réciproguement :
Ona: 2°+1=9et3|9
Donc, le seul nombre qui vérifie: p|27 + lest p=3

Exercice £
1) a) Montrer que l'équation : x* + 1 = 0] p|n’a pas de solutions dans 7
On suppose que: (Ja e Z)/a*+ 1 = 0| p]
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Cest-a-dire : (Fa € Z)/a* =— 1| p]
Dou: (FaeZ)la*=1[p] (1)
Etpuisque: a” = — l[p]; alors p ne divise pas a, donc : d'apreés le théoreme
defermat @’ ' = 1[p| (2)
Par conséquent : p — 1 = 0[4] clest-a-dire : p = 1[4], et ceci est en
wntradiction avec p = 3[4]
linsi, 'équation proposée na-pas de solutions dans Z
bjSoit x et y deux éléments de Z; montrons que p|x* +y* e p|x
oSi plx et ply;alors: p|lx® et p|y*; donc: p|la®+y’
+On suppose que: p|x’+y*
Puisque :  plx = pla®
= plx*+y' —x’
= ply*
= ply
Alors Il suffit donc, de montrer que : p|x ou p|y
On utilise le raisonnement par I'absurde; on suppose que p ne divise pas x
Ona: p est premier et p ne divise pas x;dol: pAx=1
Daprés le théoréme de Bezout (I(a,B) € Z2°)jap + Bx = 1
Dou: Bx = 1[p]donc: B’x* = 1] p]
ftpuisque : x° + y* = 0[ p] c’est-a-dire B’ + y*) = 0[p],
donc: p'x’ + B*y* = 0[p]
hinsi: By’ = — 1[p|dou: By + 1 = 0[p]
(onclusions : I'équation x* + 1 = 0[p| admet une solution dans Z et la
solution est By, ce qui est en contradiction avec la question précédente.
Donc: pla; ainsi p|y
Doli: (Vx,y € Z); (p|x’ +y* < (p|lx et p|y)
2)a) Montrons que l'équation : x*+y* = pz* avec x Ay Az = 1, n’a pas de
solutions dans (N')’

7 : 24 b= pot
onsuppose : (3(a,b,c) € (N*)?*)/ e

ahbAc=1

Ona:a'+b>=c?p; dou : pla’+ b*; daprés la questions 1) b): pla et plb
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Clest-a-dire : Gk,k' e N)/a=kpet b=k'p
D'ol: g* 4 b’ = ¢*p > IK*p* + k" = pc’
= plk’*+ k) =¢"
C'est-a-dire : p|c’; ainsi, p|lc¢ car p est premier
Par conséquent : pla; plb et plc; d’oti: plaAbAc ainsi p|l ce quiest
absurde
Donc : 'équation : x*+ y* = pz’, avec x A y A z = 1, n’a pas de solutions dans
(N°)'
b) Résolvons dans Z* I'équation (E) : x*+y* = pz’
On a: le triplet (0;0;0) est une solution de (£)
Soit (x;y;z) un élément de 7Z° vérifiant I'équation (£); alors le triplet
(—x; — y; — z) vérifie aussi I'équation (E) (évident), il suffit de résoudre cette
équation dans (N')’
On suppose qu’il existe (x;y;z) de (N°) tel que x*+ y* = pz’
Onpose:d=xAyAz [xza'x'
Ona: (AK,y,2)e (N y=dy
lz=dz’e!x’/\y'1\z’ =1
[x7+y" = pz”
Ainsi : I'équation (E) impligue : {(x’,y’.z) € (N')*
XAy AT =1
Et ceci est impossible, d’aprées la questions 2) a), il n’existe aucun triplet de
(N'), vérifiant x* + y* = pz’
Par conséquent : I'équation (E) n‘admet pas de solutions dans (Z')
Donc, I'ensemble des solutions de (E) est: § = {((}:0; [})}

| Exercice 4]
1) Montrons que : (Vn € N) ; n(n*—1) = 0[7]
Soit n€ N, on a: 7 est un nombre premier donc : n' = n[7] d’aprésle
théoréme de FERMAT, d’oti : n' —n = 0[7] I
Par suite, (Yn € N) ; n(n®—1)=0[7]
2) Montrons que : (Va e N) ; a(n’—1) = 0[6]
On a : 3 est un nombre premier donc, d'aprés le théoréme de FERMAT,
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1'=n[3] c'est-a-dire : n’ —n = 0[3] donc : 3|n’ —n (1)

eton sait que : n(n+ 1) est un nombre pair, donc 2|n(n+1) et par suite :
Yn(n+ D(n—1)

dou: 2ln(*—1)  (2)

Ona: [2[n(n2-1)
i3ln(n*— 1) = 6| n(n’>— 1)

2A3=1
bonc: (Vae N) ; n(n>— 1) = 0[6]
Erercice £3)

Montrons que : (2222)™* + (3333)*% = 1[5]

-0na: 2222 = 2[5] donc (2222)™* = 2**[5]

Ona:2A5 = 1, donc d’aprés le théoréme de FERMAT, ona: 2' = 1[5]
etona: 3333 =4 X833+ 1

Donc : 2™ = (2)™ X 2[5] c’est-a-dire 27" = 2[5]

Dot : (2222)* = 2[5] (1)

-Ona: 3333 = 3[5] donc (3333)*? = 3Imz[5]

Ona:3AS5=1, doncld’aprés le théoréme de FERMAT, ona: 3‘ = 1[5]
gtona: 2222 =4 X505+ 2

Donc : 372 = (3%)** X 3%[5] c'est-a-dire 3*** = 4[5] (car 3> = 4[5])
Dot : (3333)** = 4[5] (2)

Par suite, de (1) et (2), on en déduite que : (2222)** + (3333)*** = 1[5]

Exercice £93 _

1)Montrons que : (Va € N) ; A, =0]5] et B, = 0[5]

Soit n E_N, ona:

5 est premier, d’aprés le théoréme de FERMAT : n’ = n[5] cest-a-dire :
n=n=0[5]

Dautre part,ona: A, = n’+4n—5n’

cest-a-dire A,=n’—n+5n—5n’

Puisque : #° —n = 0[5] (d’apres le théoréme de FERMAT)
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et 5n—5n'= 0[5] alors: A, = 0[5] et B.= 0[5]
2) Soit a et b deux éléments de 7
a) Montrons que : @’ +b* = 0[5] = a+ b = 0[5]
e Supposons que : a+ b = 0[5]
Ona:a+b=|[5]= a=—b|5]
= a’' = (—b)*|5]
=a’=—b°[5]
— a*+b* = 0[5]
o Supposons que : a’+b* = 0[5]

Ona: 5 est un nombre premier, donc d’apres le theoreme de FERMAT, ona:

(£l

Puisque a’+ b* = 0[5] alors a+ b = 0[5]
Donc: V(a:b)€Z? : a*+b'=0[5] e a+b=0[5]
b) Déterminons les entiers naturels p tels que :
p’+32=0[5]et 0<p<20

== /; = Bt e
S {p 32 = 0[5]@{;) 2’ = 0[5]

= a+b =a+bl5]

0<p<20 0<p<20
p+2 = 0[5] (d'apres la question précédente)
0sp<20

= 5lpt2et2<p+2<22
= p+2e{5,10,15,20}

— p€e{3;8;13;18}

Donc les valeurs de I'entier naturel p sont: 3; 7; 13 et 18

V"l Systemes de numeration

“ Théoréme - Définition - Notation ™
Soit b€ (N'—{1})
Tout nombre entier naturel non nul N peut s’écrire d'une fagon unique
sous laforme: N=ab"+a b"'+---tab+ta (1)
ol aoa;--- et a, sont des entiers naturels vérifiant 0 < a < b — 1 pou
tout i de {0;1;2;--;k} et g, # 0
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Uécriture (1) se note N = a.a, ,---aa,” ou N = aa, ,--—aa,

et on dit qu’on a représenté le nombre N dans le systéeme de numération
de base b
Les nombres as;ay;--- et a, sont appelés chiffres

N b
Dans le systéme de numération N 'i
de base b, on détermine les restes a; des i q"a ’%
5
af\ ’T\

divisions par b. (0 < a, <b)

gtonéerit: N= aeay, -+ @ ao
\\ ak
“ Propriété >
Si X = auan'—l """ al algb} et y = CmCm—I """ CI Ci()m

dlors:m>n=y>x

Cal— Qs
Cu—l = au--l.
m=net|4 : et 6> all=y>x
Civ1 = i+
Ci ":e a;
Exercices d’application
Exercice &3] A
Soit N un entier naturel qui s’écrit sous la forme ababab; dans le systeme
décimal
Montrer N est divisible par 10101
Exercice £}

1) Déterminer tous les entiers naturels a; tel que : ¢ divise 18360

2) En déduire les solutions de I'équation : b & N ; b*[b* + (1 +b)*| = 18360
3)Déterminer un nombre b tel quesi A = 36723 dans le systéme décimal,
adlors A est représenté par 442003 dans le systtme de numération de
base b
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| Exercice £13

Existe-t-il un couple (a;b) de N? tels que le nombre N = aabb dans le systéme
de numération décimal soit un carré parfait?

| Exercice £13
Soit n un entier naturel tel que : n = 26x95y dans le systéme de numération
décimal.
Déterminer tous les couples (x;y) de N?; tel que » est divisible par 3 et par
11.

| Exercice £7) .
Soit N un entier naturel non nul, et qui s’écrit sous la forme xyz dans le
systéme de numération de base 7 et sous la forme zyx dans le systéme de
numération de base 9; c’est-a-dire N = xyz = zyx
1) Montrer que y = 25x — 40z
2) En déduireque: y=0
3) Déterminer x et z
4) Ecrire N dans le systéme de numération décimal.

| Exercice £33
Soit n un entier naturel; on pose : A, = 3"+ 3* + 3"
1) Déterminer suivant les valeurs de n, les restes de la division euclidienne
de 3" par 13
2) Déterminer I'ensemble : § ={n eN/A = ol1 3]}
3) On considére les nombres 1110, ; 1010100, et 1001001000,
Ces nombres sont-ils divisibles par 13?
 Exercice &3
1) Résoudre dans I'ensemble 7’ I'équation (1) : 20x—9y =2
2) Déterminer I'ensemble E ={(x,y) € Z*/20x—9y = 2;x Ay = 2}
3) Soit N un entier naturel tel que : N = ca5,, et N = bbaa,,

Montrer que a + 5 est un multiple de 4 puis; déterminer a; b et ¢

| Exercice £3]
1) a) Résoudre dans : Z X Z I'équation : 3x — 8y = 0
b) En déduire I'ensemble des solutions de I'équation : (x,y) € Z* ; 3x—8y=I
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2)Soit A un élément de N”; tel que : A = b0a,, et A = abc,,
Déterminer les nombres a, b et ¢, puis en déduire I'écriture du nombre A

dans le systéeme décimal

Solution
fiercice %3

ha: N=al0°+5.10"+a.10° +5.10°+a.10 + b
= (10a+ b) 10" + (10a + b) 10? + (10a + b)
=(10a+b)(10* + 10*+ 1)
=(10a+ b)(10101)
Ona:10.a+b € N; d'ot 10101 divise N, cest-a-dire N est divisible par 10101

Eiercice £7
1)décomposons 18360

Ona: 18360 = 2* X 3* X 5 X 17
linsi: les nombres tels que @* divise 18360 sont: 2 ou 3 ou 6
)it b un élément de N;ona:
Blb'+ (1 +b)?) = 18360 = b* | 18360
~b=20ub=30ub=6
$ib=2,alors: b*+ (1 + b)* = (3)’X5X17; cest-a-dire 13 = (3)*x5%17
¢t cestimpossible
§ib=3,alors: b2+ (1 +b)* = (2)’x5%17; Cest-a-dire 25 = (2)*x5%17
¢t cestimpossible
WSihb=6,alors: b*+ (1 +b)*=5 X17; cest-a-dire 85 = 5X 17 est ceci est vrai
Done, la seule solution de I'équation proposée est: b= 6
Jona: A=36723 et A=4b"+4b'+2b°+3
donc: 36723 = 4b° + 4b' + 2b* + 3 Ceest-a-dire:
8360 = 2b° + 2b* + b* = b*(B* + (b+ 1)?) = b*(2b* + 2b + 1)
Donc: b = 6 (d'apres la question 2)
Erercice £33
lenombre N est un carré parfait, s'il existe un nombre k de N, telque N = &
Onsuppose qu'il existe un entier k de N telque: k> = N
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Ona: N=a.10'+a.10°+b.10+b=1100a+ 116 = 11(100a + b)

Ainsi: k* = 11(100a + b);donc: 11|k’

D'oti: 11|k ;donc: (3p € N)/k=11p

Par suite: 11p* = 100a + b; c'est-a-dire : 11/100a+ b;etona: 11|99a
Donc: 11|la+b

Etpuisque:0 < a < 9et0 < bh < 9alorsO0O < a+ b < 18;donc: a+ b =11
Par conséquent: N = 11*(9a + 1)

Déterminons les valeurs de «; tels que : 9a + 1 est un carré parfait, sachant que :
0=a =9

e Pour a = 0; ontrouve b = 11 (impossible)

ePoura=7;0ona:9% +1=64=8etb=4

Etona: N= 11’x82 = (11x8)> = 7744

Donc : il existe un seul couple (a;h) = (7;4); tel que N est un carré parfait

| Exercice £
Soit (x;y) un élémentde N°, telque:0 < x £ 9et0 <y <9
Ona:n=0[3le=2+6+x+9+ 5+ y=0[3]
= x+y+ 1= 0[3]
gn=0l1]e-2+6-x+9-5+y=0[11]
—y—x+8=0[11]

il

Dol ; 1n;0[l]]={y—x'=" 30111
N, 0=x<9et0<y=<9

x+y=3p+2
y—x=11k+3
2x=3p—11k—1
2y=3p+11k+5
Etpuisque:0 < x < 9et) <y <9,alors:0 < x+ y < 18et

—-9=<y—x=<9

x+y=2[3]

Etona: ly_x‘i 3[1!]@(3(}(’!7) Ezz)"{

= (Ak,p) € :422);{

Donc; p et k sontde Z qui vérifient:

0=3p+2 =18
—9=<Tlk+3 =9

k € {-1:0}

c'est-a-dire {p € {0:1:2:3:4:5)
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2% = 3p 4 10 L o .
Ty i ,ainsi : p doit étre un nombre pair.

sPour p = 0; ontrouve : y < 0, une solution a rejeter.

eSik=—1;alors:

*Pour p=2;ontrouve: x =8et y=10

Pour p = 4; ontrouve: x = 11, une solution a rejeter.
hanscecas: (x;y) = (8;0)
2x=3p— 1
2y=3p+ 5
*Pour p= 1;ontrouve x = let y=4

oS k= 0; alors { ;ainsi p doit étre un nombre impair.

*Pour p=3;0ontrouve x =4ety=7

*Pour p = 5;ontrouve y = 10 une solution a rejeter.

Danscecas: (x;y) € {(1;4),(4:7)}

Par conséquent les couples (x;y) demandés sont: (4;7); (8;0) et (1:4)

Exercice £7]

)Montrons que : y = 25x — 40z

na:N=xyz =xT +y7+z2=49%+ Ty + z

B:N=2x =29°+ y9+x=8lz+ 9+ x

Dol: 49x + 7y +z=81z+ 9y +x,ainsi y = 24x — 40z

2) Déduisons que : y = 0

Onadapres la question 1); y = 24x — 40z;d'ou: y = 8(3x — 52)

Donc: y est un multiplede 8;etona:0 < y <7;dol: y=0

3) Déterminons x et z

Daprés la question 2) y = 0; donc: 24x = 40z; d'oli: 3x = 5z

Ona:|[3]5z ; d'apres le théoréeme de Gauss: 3|z; d'ou z est un multiple de 3
IN=1

Etpuisquel < z<7;alors: z=30uz=6

*Siz=6,alors: x = 10 et ceciestimpossible,car 0 < x < 7

Parconséquent z=3 et x =5

4) Déterminons le nombre N dans le systeme de numération décimal

AT e

Daprés la question 3);ona: N = 503’ = 305
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Déterminons I'écriture de N dans le systéme de numération décimal
N=303"=57"+3=5x49 + 3= 248
N=305=39+5=3x81+ 5= 248

Donc: N = 248 est I'écriture de N dans le systéme de numération décimal

Exercice £

1) Déterminons les restes de la division euclidienne de 3" par 13, suivant les

valeurs de n
Ona:3 = 3[13]; 3% = 9[13]et 3* = 1[13], d'ou: 3* = 1[13]|pourtout k de N
Donc : le reste de la division euclidienne de 3" par 13, dépend du reste de la
division euclidienne de # par 3
Ainsi : les restes de la division euclidienne de 3" par 13 sont :
elenombre lsi:n=3k; ke N
elenombre 3si:n=3k+1; ke N
elenombre 9si:n=3k+2; ke N
2) Déterminons I'ensemble (S)
Soit 7 un élémentde N;ona:
e Sin = 0[3]alors:3" = 1[13] d'ou: A, = 3[13]
"eSin = 1[3]alors: 3" = 3[13] dou: A, = 3 + 3* + 3*[13]cest-a-dire
A, = 0[13] '
eSin = 2[3]alors:3" = 9[13]dou: A, = 9 + 9* + 9°[13]
A, = 3+ 3"+ 3°[13] clest-a-dire A, = 9 + 3 + 1[13];donc: A, = 0[13]
Par suite : S = {3k + 1/k € N}u {3k + 2/k € N}

Il

3) Les nombres proposés sont-ils divisibles par 13?

*Ona: 110, =3+ 3"+ 3= A

Et puisque : A, = 0[13] alors : TTT0,,, est divisible par 13

°Ona: 1010100, = 3°+ 3'+ 3’ = 4,

Et puisque : A, = 0[13}; alors : TOTOT00,,, est divisible par 13
-Ona:TT}"O—l*ﬁf_iTﬁ*(i(")@= 3%+ 3°+ 3" = A

Et puisque : A, = 3[13]; alors : TO0TO0T000,, n'est pas divisible par 13
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Brercice £3)
1)Résolvons dans Z?, I'équation (1) : 20x — 9y = 2
Onremarque que le couple (1;2) est une solution de (1)
Soit (x;y) un élémentde Z’;ona:
W—-99=2 ¢ 206 —9y=20x%x1-9x2

= 20x—1)=9(H - 2)
na: 9[20(x— y) et 20 A 9 = 1, alors d’aprés le théoréme de Gauss : 9] x — 1
(est-a-dire : (3k € Z) [x = 1 + 9k ; et on remplace on obtient y = 2 + 20k ;
ke Z '
Réciproquement : le couple (1 + 9k ;2 + 20k) ; k € Z vérifie 'équation (1)
Parconséquent, 'ensemble des solutions de (1)) est :
§={(1+9k;2+20k)/k € Z}
2) Déterminons I'ensemble E
Soit (x;y) un élémentde Z*; tel que: 20x — 9y = 2
Onposed = x Ayavecde N’
Ona:d|x et d| y; d’ou : d|20x — 9y; ainsi d| 2 ; et puisque 2 est un nombre
premier,alors: d =2 oud =1 '
Ona: y=2+20k;avec k € Z;dou: y estun'nombrepair
Donc: pour que d = 2; il faut et il suffit que x soit pair
Cest-a-dire : 2|1 + 9% ; donc: k est impair, d'ou : @Gpel)k=2p+1
Parconséquent: (x,y) EE < (Gpe Z)/x =10+ 18p et y =22+ 40p
Ainsi: E={(10 + 18p ;22 + 40p) /p € 7}
3)Montrons que : @ + 5 est un multiple de 4
Ona: N = caS, = ¢6°+ 6a + 5= 36¢ + 6a+ 5
ftona: N = bbaa, = b4’ + b4’ + a4 + a = 64b + 16b + da + a

= 80b + 5a

Doli: 80b + 5a = 36¢ +6a+ 5;donc: a+ 5 = 4(20b—9¢)
finsi: @ + 5 est divisible par 4
s Déterminons a, b et ¢
na:0 < g <5dou:5<a+5=<8

ftpuisque : @ + 5 est un multiplede 4;alors: a+5 = 8;dol: a =3
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Etona:a+5=4(20b—9c¢);alors: 20b—9¢ = 2
C'est-a-dire : le couple (b;c¢) est solution de I'équation (1)
Ainsi: Bke Z)/ ¢c=2+20k,et b= 1+9%k

Et puisque: 0 < b < 3;alors 0 < 1 + 9% < 3,d’ou:—$ <k< %
Donc: k=0;dou:b=1letc=2
Etona: N = 235, = 36¢ + 6a+ 5= 95
D'ou: N = 1133, = 80b + 5a = 95
Parconséquent:a=3;b=letc=2
Exercice £
1) a) Soit (S) I'ensemble des solutions de I'équation : 3x — 8y = 0
Ona:3A8=1
Soit (x,y) unélémentde Z X Z;ona: (x,y) € (S) = 3x = 8y
= 3|8y

et 3A 8 = 1; d'aprés le théoréme de Gauss: ona: 3|y; d'ou: (Fk € Z) [y = 3k
D'ou : (x,y) € (S) = 3x = 8y

=3x=8X3XklkeZ

=x=8klkeZ
Réciproquement:ona: 3x — 8y = 3(8k) —8(3k) = k.24 — k24 =0
Donc: (S) ={(8k;3k) lk € Z.}
b) Déduction: ona: (3; 1) est une solution de I'équation : 3x — 8y = |;d'ou:
3(x—3)-8(y—1)=0
3(x—3)-8(y—1)=0esx—3=8kety—1=3k/kEZ

e x=3+8ety=1+3k/keZ
Donc: (S) ={(3+8k:1 +3k)/k € Z}
2) Déterminons a; b et ¢:
Ona:A=Db0aps < A=25b+aeth + 0
etona: A= abc,, = A= 49+ Tb+ ceta # 0
D'oli: 49a + 7b + ¢ = 25b + a; c'est-a-dire : 18b — 48a = ¢; ainsi:
6(3b—8a) =c
Ona:0 <c¢<7;donc:c=0o0uc=6
lercas:Sic=0,alors: 3b—8a=0;dou: (k€ Z);a=3k et b= 8k
Etona: 0 <a < 7et < b <7;ainsi ce cas n'est pas possible
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¥mecas:Sic=6,alors: 3b—8a = 1;dou;: BkeZ);a=1+3k
eth=3+8k

ftona:0<a<7et 0<b<7;ainsi0<3+8k<T7et0<1+3k<7
Cest-a-dire: k= 0;ainsia=letb=3

tnrésumé:a=1; b=3etc=6

Grification : A = b0a,, = 25b + a = 76

/= abCy = 49a + Th + ¢ = 49 + 21 + 6 = 76

Exercices de synthese

-

[Exercice 31

1)%it a et b deux éléments de Z~
Onpose: A=2a+3b et B=9a+ 5b

3) Montrer que : 171A < 17IB

b)Montrer quesi:aA b= 1,alors: AAB=10uAAB=17

2JRésoudre dans (Z°) équation : (E):(2x+3y)(9x+ 5y) = 1156 et x Ay =2
HEEEY 62

On considére dans I'ensemble R, I'équation: (E):x*+x*+1=0

1)Soit p et ¢ deux éléments de 7’

Montrerque: pAg=1 = pAg =1

2)Soit x une solution de I'équaton (E).

Onsuppose que : x = L; avec: p et g deux élémentsde Z et p A g = 1

q’'
aMontrer que p divise ¢’ .
b- En déduire que : p=1 ou p=—1 et que g et —¢ sont solutions de

léquation (E') ou: (E):1 + x+ x'= 0
«-Montrer que: (Vn € Z);n' +n+1 = 1[2] ; que peut-on déduire?

Exercice {1

1)a- Soit x un élément de Z ; déterminer le reste de la division euclidienne
de x* par 5.
b-Montrer que : (Vm,n € Z*); (2m2 +n'=0[5]=m=0[5]etn = 0[5)
¢-Soit m et n deux élémentsde Z;avec: mAn = 1
Montrer que : 5 A (2m* + n*) = 1
2) On considére dans I'ensemble R, I'équation: (E):2x*+x—5=0
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a- Montrer que I'équation () admet une seule solution o, et que :
<o <2 '
b- On suppose que : o = %, avec m et n deux entiers naturels non nuls tels
que:mAn=1
i- Vérifier que: (2m’ + n’)m = 5n°, puis montrer que : m =5
ii- Déduire que le nombre o n'est pas rationnel.

| Exercice £}
1) Résoudre dans 7’ I'équation: (E):11x—24y =1
2)Onpose: d=(10"— 1)A (10— 1)
a- Montrer que :9/10* — 1 et 9/10" — 1
b- Soit le couple (n;m) de N? solution de I'équation (E).
Montrer que : (10" —1)—10(10*"—1)=9
c- En déduire qu'il existe un couple (M;N) de N?, tel que:
(10" = 1)N—=(10" = 1)M = 9; puis déduire la valeur de d.

IEEEEY 65

1) Montrer que pour tout couple (a,b) de (Z') :

ahNla+ b)=1

ahNb(a+ b)=1

2) On considére I'équation : (x;y) de (N') (1) x(43 —x)=y(x+y)
Soit (x;y) une solution de (1)

a/\b=lm{

Onpose: x=daet y=db,avec:d=xAy

a- Montrer que : a(43 —da) = bd(a+ b)

b- Montrer que ald; on pose, donc: d = ac

c- Montrer que : c(a’ +ab + b’) = 43; puis déduire que : ¢ = 1
d- Déterminer les solutions de I'équation (1)

| Exercice £33
1;u=0

1]

Soit (u,) la suite numérique définie par : J" ~
=30 2 s neEN

1) Calculer ws; us; us; us et us
2) a- Montrer que : (Vn € N) ;u1 = 2u, + 1
b- En déduire le plus grand diviseur commun de deux termes consécutifs de
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lasuite (u4,).
3Ja-Montrer que : (Vae N);u, =2"—1
b- Déterminer PGCD(2"—1:2"""'—1)
I) a- Vérifier que : (V(n,p) € N?); s, = (1 + 1) +
hdéduire que : (V(n,p) € N?); PGCD(u;u,) = PGCD(thy; th+,)
bSoit a et b deux élémentsde N et r est le reste de la division euclidienne
dea par b.

{ PGCD(uzu) = PGCD (u;u,)
i Montrer que:

PGCD(uzu,) = u Rt
i) Cllculer PGCD(taooa; Usos)

brercice £

-Soit x un élément de RR.

Montrer que le polynéme x'+ 4 s’écrit comme produit de deux trindbmes.
ISoitne N etn = 2. .
Onpose: A=n’—2n+2et B=n"+2n+2,etsoit:d=AAB
1) Montrer que : n*+ 4 n’est pas premier.

1)On suppose que n est un nombre impair.

-Montrer que : d divise 4n.

b- Montrer que d est un nombre impair et que d divise n.
-Déduire que : d = 1.

3)On suppose n est un nombre pair.

a-Montrer que : 4 ne divise pas A.

b-Déduire que : d = 2p ou p un nombre impair.

¢-En déduire que : p divise n, puisque: d =2.

AEIEEY 68

Soit n un entier naturel non nul. On note le nombre premier d'ordre n par
De.

parexemple: py=2et p,=3 et ps=5..)

1)Si:n = 2, montrerque : p, < (P X p2 X .. X pu1) + 1

2)a)Endéduireque: Vae N'—{1}; p. < (p.- )" '+ 1

b-Montrer que: (Va € N*); p. < 22"
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| Exercice £
I- 1) Soit n un élémentde N*—{1},
a- Montrer que les nombres : n!'+2; n!'+3;... et n!+n ne sont pas
premiers.
b- En déduire six nombres entiers naturels consécutifs et non premiers.
2) Cas général.
Soit p un élémentde N*—{1}
Déterminer p entiers naturels consécutifs non premiers.
lI-Soit n un élémentde N"—{1}, p; p;...; p. sontdes nombres premiers,
distincts deux a deux et plus petits ou égaux a .
1) On pose : M = pyXp,X..Xp,
Montrer que les nombres: M+2; M+ 3;...; M+ n ne sont pas premiers.
2) a) En déduire six nombres entiers naturels consécutifs et tous non
premiers.
b) Comparer ces nombres avec les nombres obtenus dans la question I-2).

EEET 70

1) Soit p un nombre premier; et p = 5

Montrer que le nombre p s’écrit sous la forme: 6k+ 1 ou 6k+5; avec:
keN.

2) On considére E I'ensemble des nombres premiers, qui s’écrivent, sous la
forme 6k+5; ke N

On suppose que E est fini, et soit p le plus grand élément de E.

a- Montrer que le produit de m nombres de la forme 6k + 1 s'écrit sousla |
forme 6k+ 1;avec: (meN);m=>2

b-Onpose: N=(2X3X5X. . Xp)—1

Montrer qu’il existe un élément ¢ de 'ensemble E qui divise N .

c- En déduire que E est un ensemble infini.

| Exercice 4! ,
I- Soit p un nombre premier, tel que : p = 3; montrer que : p = 1[4]ou |
p = 3[4] |
ll- Soit £ l'ensemble des nombres premiers qui s'écrivent sous la forme:
4k +3; avec: ke N
On veut montrer que E est un ensemble infini. On pourra utiliser l¢ |
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risonnement par I'absurde, en supposant que I'ensemble est fini,

enposant : E = {py, pa, ..., p:}

1)Si r est pair, on considére le nombre a = pip,...p, + 2

>-Montrer que : a = 3[4];

i-Montrer que tout diviseur du nombre @ n’appartient pas a I'ensemble £ .
-Endéduire que : a = 1[4]. '

JISi r est un nombre impair, on considere le nombre: b =p,p,...p,+ 4
aMontrer que : b = 3[4]

b-Montrer que : b = 1[4]

3) Déduire de ce qui précéde que E est un ensemble infini.

biercice 7]

Soit p un nombre premier, telque: p = 5
1)Montrer que: (p — 1)(2p — 1) = 0[6]
p1 )
) En déduire que : (vn e N); Z(n+k)?) =0|p]
k=0
bercice &3

1)Soit n un élémentde N;telque:n = 2 etn = ﬁ pla décomposition en
F=1

facteurs premiers de n.

Montrer que le nombre de diviseurs positifs de n est :

(4 o)1+ o2)..(1 + o)

J) Application 1: Déterminer deux nombres x et y, tels que : x admet 21
diviseurs, y admet 10 diviseurs et x A y = 18.

3) Application 2: Soit @ un entier naturel non nul, et admettant exactement
3diviseurs positifs.

Montrer que a est un carré parfait.

Brercice &7}

Sit n de N; telque: (n> 1)

1)Soit n = p{*ps..p la décomposition en produit de facteurs premiers de n.
Montrer que le nombre de diviseurs de n est : f[(l + o)

2)Soit n un entier naturel, admettant exacteméf{t 9 diviseurs.

Montrer que : n=a" ou n=a’b’ ol a et b sont deux nombres premiers
distincts.

3)on veut déterminer tous les nombres entiers naturels qui vérifient :
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{ (1) n admet exactement 9 diviseurs

(2) 39p+1=n et p estun nombre premier

a- Montrer que : n ne peut pas s'écrire sous la forme «".

b- Montrer que : p =5 ou p = 37; puis déduire les valeurs de n.

IEEEEY 75 BAC 2020 (session Normale) :
On considére dans Z X Z l'équation (D): 7x*— 13y =5
1) Soit (x;y) € Z X Z une solution de I'équation (D)
a) Montrer que x et 13 sont premiers entre eux.
b) En déduire que : x" = 1[13]
c) Montrer que : x* = 10[13]
d) En déduire que : x? = 3[13]
2) Déduire des questions précédentes, que I'équation (D) n‘admet pas de
solutiondans Z X Z

6 76  BAC 2019 (session normale) :

On admet que 2969 (année amazighe actuelle) est un nombre premier.

Soient n et m deux entiers naturels vérifiant : n*+m® = 0[2969 |

1) On suppose dans cette question que 2969 ne divise pas n.

a) En utilisant le théoréme de BEZOUT, montrer que :
HueZ);uxn=1[2969]

b) En déduire que : (u X m)' =— 1[2969] et que (u X m)** =—1[2969|

(On remarque que : 2968 = 8 X 371)

¢) Montrer que 2969 ne divise pas u X m.

d) En déduire qu’on a aussi (u X m)”* =— 1[2969]

2) a) En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise 7.

b) Montrer que : rn* +m® = 0[2969 ] = n = 0[2969] et m = 0[2969]

IEEGEREY 77 BAC 2018 (session normale) :

Soit p un nombre premier tel que : p =3+ 4k ot (k€ N’).
1) Montrer que pour tout entier relatif x,si x*= 1[p] alors: 2" * = 1[p]
2) Soit x un entier relatif vérifiant : x”° = 1] p]

a) Montrer que x et p sont premiers entre eux.
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b)Montrer que : x*' = 1| p]

o Vérifierque: 2+ (k—1)(p—1)=k(p—15)
d) En déduire que : x* = 1[p]

3)Résoudre dans Z I'équation : x” = 1[67]

E@EY 78 BAC 2017 (session normale) :

Onadmet que le nombre 2017 est premier et que : 2016 = 2°X3*>X 7
Soit p un nombre premier telque: p=5

1)Soit le couple (x;y) de N" X N tel que : px+y” ' =2017

a) Vérifier que : p < 2017

b) Montrer que p ne divise pas y.

¢ Montrer que y"~' = 1| p| et en déduire que p divise 2016.

d) Montrer que: p=17

2) Déterminer, suivant les valeurs de p, les couples (x;y) de N" X N
vérifiant : px+y” ' = 2017

EOGERY 79 BAC 2016 (session normale) :

Premiére partie :

Soit (a;h) un élément de N' X N° tel que le nombre premier 173 divise
‘+bh.

1) Montrer que : @' =— b'"[173] (Remarquer que : 171 = 3 X 57)

2) Montrer que : 173 divise a si et seulement si 173 divise b.

3)On suppose que 173 divise @, montrer que 173 divise (a + b).

4)On suppose que 173 ne divise pas a.

a) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que : @' = b"*[173]

b) Montrer que : @' (a+ b) = 0[173]

¢)En déduire que 173 divise (a + b).

Deuxiéme partie :

On considére dans N* X N I'équation suivante : (E): x*+y*' = 173(xy + 1)
Soit (x;y) un élément de N" X N* solution de (%), on pose : x+y = 173k
avec ke N

1) Vérifier que : k(x —y) +(k—1)xy =1
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2) Montrer que k = 1 puis résoudre I'équation (E).

IBEEGEEY 80 BAC 2015 (session normale) :
Soit x un nombre entier relatif tel que : x"* = 1436[2015]
1) Sachant que : 1436 X 1051 — 2015 X 749 = 1, montrer que 1436 et 2015
sont premiers entre eux.
2) Soit d un diviseur commun de x et 2015.
a) Montrer que d divise 1436.
b) En déduire que : x A 2015 =1
3) a) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que : x"** = 1[5]
et x"° = 1[13] et x*** = 1[31] (Remarquer que : 2015 = 5X 13 X 31)
b) Montrer que : x"* = 1[65] puis que : ' = 1[2015]
4) Montrer que : x = 1051[2015]

GG 81 BAC 2015 (session rattrapage) :
I/ 1) Soit @ € 7Z.. Montrer que si a et 13 sont premiers entre eux, alors :
a2 = 3]
2) On considére dans 'ensemble Z I'équation (E): x™"* = 2[13].
Soit x une solution de (E).
a) Montrer que x et 13 sont premiers entre eux.
b) Montrer que : x = 7[13]
3) Montrer que I'ensemble de solutions de I'équation (E) est :
S={7+13klk € Z}
Il/ Uneurne U contient 50 boules numérotées de 1 a 50 et indiscernables au toucher
1) On tire au hasard une boule de l'urne.
Quelle ést la probabilité que le numéro de la boule tirée soit solution de
I'équation (K)?
2) On tire au hasard une boule de 'urne, on marque son numéro puis on la
remet dans I'urne. On répéte trois fois cette expérience.
Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux fois une boule dont le

numéro est solution de I'équation (E)? r
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[OE¥s2 BAC 2014 (session normale) :

Soit ne N, on pose : a, = \?%3{%1 (n fois le chiffre 3)

1) Vérifier que les deux nombres a, et a, sont premiers.

2)Montrer que pour tout n de N™ : 3¢, +7 = 10"

3)Montrer que pour tout k de N : 10°**"* = 7[31]

4)Montrer que pour tout k de N : 3as = 0[31], puis en déduire que 31
divise @i

5)Montrer que pour tout n de N, si n = 1[30] alors I'’équation a,x + 31y = |
nadmet pas de solutions dans N*.

[EET¥s3 BAC 2013 (session normale) :

Lobjectif de I'exercice est de déterminer les entiers naturels n strictement
supérieurs a 1 et qui vérifient la propriété suivante : (R):3"—2"=0[n]

1) On suppose que n vérifie la propriété (R) et soit p le plus petit diviseur
premier positif de .

a)Montrer que : 3" —2"= 0[p], en déduire que p =5

b)Montrer que : 2 '=1[p] et 3*"' = 1[p]

t)Montrer qu’il existe un couple (a;b) € 77 tel que : an— b(_p -1)=1
d)Soient 7 et g respectivement le reste et le quotient de la division euclidienne de
apar p— 1.

a=g(p—1)+ravec0<r<p—letqge?)

Montrer qu’il existe un entier naturel k telque: nr=1+k(p—1)

J) En déduire de tout ce qui précede qu’il n'existe pas d’entier naturel n

drictement supérieur a 1 vérifiant (R).
EER¥8s BAC 2012 (session normale) :

Dans Z° , on considére I'équation : 143x — 195y = 52

1)a. Déterminer le plus grand commun diviseur de 195 et 143.

Endéduire que I'équation (E) admet des solutions dans 7 . Sher !
b.Sachant que (—1,—1) est une solution particuliére de I'équation (E) ,
trouver toutes les solutions‘de (E) dans 77 .

2JSoit n un nombre entier naturel non nul premier avec 5.
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Montrer que pour tout nombre entier naturel k : n* = 1[5]

3) Soit x et y deux nombres entiers naturels non nuls tels que: x = y[4]

a. Montrer que : (Vne N') ; n* = n’[5]

b. En déduire que: (Vrn € N°) ; n* = n’[10]

4) Soit x et y deux nombres entiers naturels non nuls tels que le couple
(x,y) soit solution de I'équation (£)

Montrer que pour tout n de N* , les nombres n* ont le méme chiffre d’unités

dans le systéeme de numérotation décimale.

G685 BAC 2012 (session rattrapage) :

1) a. Vérifier que 503 est un nombre premier.

b. Montrer que 7°® = 1[503] puis en déduire que 7** = 1[503]

2) On considére dans Z* ,I'équation : 49x — 6y = | (E)

Sachant que (1,8) est une solution particuliére de (E) , résoudre dans 7
I'équation (E). (On donnera toutes les étapes de la résolution).
3)Onpose: N= 1+ T+ 7+.. +T7%

a) Montrer que (72 N) est une solution de I'équation (£)

b) Montrer que N = 0[4] et N = 0[503]

c) En déduire que N est divisible par 2012.

IEEEEF 86 BAC 2011 (session normale) :
Soit N le nombre entier naturel dont I’écriture dans le systéme décimal est:
N=111..11
LS y—

2010uns

1) Montrer que le nombre N est divisible par 11

2) a- Vérifier que le nombre 2011 est premier et que: 10*"* — 1 = 9N
b- Montrer que le nombre 2011 divise le nombre 9N

c- En déduire que le nombre 2011 divise le nombre N

3) Monter que le nombre N est divisible par 22121

Info: Critére de divisibilité par 11
Soit N = a,.a, 1....a;a un entier naturel écrit en systéme décimal (en base

10) ; il contient (n+ 1) chiffres.
N=a+aX10+a X 10°+ .. +a,x10°
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Ona: N=av—a+a(—1)+..+a(-1) [11]
Nz=a(—1)+(1a+-1a+..+a(=1) [11]
Nea—atat.. a1 wa 1 [
Donc: 11/N si et seulement 11/a—ai+a+ ... +a,(—1)

EEGETYs7 BAC 2011 (session rattrapage) :

Soit x un nombre entier naturel tel que: 10* = 2[19]

1) a) vérifier que: 10*"' = 1[19]

b) Montrer que: 10" = 1[19]

2) Soit d le plus grand diviseur commun des deux nombres 18 et x + 1
a) Montrer que: 10“ = 1[19]

b) Montrer que: d = 18

¢) En déduire que: x = 17[18]

EEEEY 88, BAC 2010 (session Normale) :

1) Déterminer les nombres entiers naturels m tels que: m>+1 = 0[5]

2) Soit p un nombre premier tel que: p =3+ 4k ol k€ N et soit n un
nombre entier naturel tel que: n*+ 1 = 0[ p]

a) Vérifier que: (n*)"* =—1[p]

b) Montrer que les nombres n et p sont premiers entre eux.

¢) En déduire que: (n*)"* = 1[p]

d) En déduire , de ce qui précéde , qu’il n’existe pas un nombre entier naturel
n qui vérifie: n*+1=0[p]

Solutions
Exercice {31 h
1) a) Montrons que : 171A « 1718
Méthode (1)

Ona:17|A e 2a+ 3b = 0[17]
= 3b = - 2a[17]
e 3b = 154]17]
e b=5a17] BA1T=1)
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Etona: 17|B < 9a + 5b = 0[17]
— 5h =— 9a[17]
> 5b = 25a[17]
= b=5al17)5A17=1)
Ainsion a: 17|A e 17lh— 5a
i = 17IB
Donc:17lA < 17|18
Méthode (2)
Ona:B+4A=9a+5b+8a+12b=17a+ 17b = 17(a+b)
C'est-a-dire : 17|B + 4A
*Si17/A alors : 1714A

(17144
D'ou;ona: { = 17|B
171B + 4A
Donc: 171A = 17|18
R ; . [171B
Si171B, alors:ona: = 17l4A
: 171B + 4A

Ainsi : 1714A et 4 A 17 = 1; d'aprés le théoreme de GAUSS; On a : 1714
Donc: 171B = 171A

Par conséquent : 17|1A « 17IB

b- Montrons quesi:aA b= l,alors: AAB= louAAB=17
Soit:d=AAB,avec:de N’

O {dIA : {dlza + 3b

dIB  |dl9a + 5b
2
_ |diioa+ 156 et{a’llSa + 27b.
di27a+15p  dl18a + 10b

et o dIT7b et dllTa
Donc : dl17a A'17b
Ona:17aAl17b=17(aAb)= 17 (car:aA b= 1)
Ainsi : dI17 et 17 est un nombre premier et d € N*
Donc:d=1oud=17
D'ol:aAb=1=(AAB=17T0uAAB=1)
2) Résolvons dans (Z') I'équation (E):
Soit (x;y) un élément de (Z°); et qui vérifie 'équation (E)

476 El Arithmétiqlue dans 7,



MiiyAy=2 e (Qa,b €Z)Ix=2a; y=2betaAb=1

e (2x + 3y)(9x + 5y) = 1156 < (2a + 3b)(9a + 5b) = 289

s, l'équation (E) devient: (2a+3b)(9a+5b)=17"; aAb=1; x = 2a et
=2

fidapres la question 1)b)on a:

(20 36)(9a+ 5b) = 17 i \(2e £ 200 o)
(2{?+ Sb)f\ (9£I+5b) = {(2ﬂ+3b)/\(9(1+5b) =17
x=2a ety=2b x=2aety=2b

Japrés la question 1 a); ona : {Za ol Sy {2“ Hrdb ==l

O9a + 5b = 17 9a + 5h=- 17
{x=2aet y=2bouf{x=2aet y=2b

fresolvant les systémes précédents on obtient les couples :

&b)=(2;=7) ou (a;b) =(=2;7)

hrconséquent I'ensemble des solutions de I'équation (E) est :

=44, - 14), (- 4,14)}

IMontronsque: pAg= 1 pAg =1

‘Siona: p A g’ = 1, alors d'aprés le théoréme de BEZOUT

(Au,v € Z) fup + vg' = 1

Joi: (3o, B e Z)/lap+Pg=1lavec: a = uet p = vg’

donc: p A g = 1, selon le théoreme de BEZOUT.

iona:pAg=1

Jéthode (1): En utilisant : {a i
ahc=1

Ma:pAg'= L;dolu: pAg =1

= aAbc=1

liéthode (2); onpose: de N ; d=pAq’

ona: dlp = dlp’ I
dg  |dlg*

= dlp’Ag’
fipuisque: pAg= 1,alors: p’Ag = 1
No:dlletd= 1 carde N'
Méthode (3): Onpose: deN" d=pAg’
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On suppose que : d # 1, d'ou il existe un nombre r premier positif, tel que:
rld

Et puisque : d|p et d|q¢’ alors : 7|p et r|g’

Ona: r premier et rlg’; donc: r|g; d'ou: r|p A g

Et puisque: p A g = lalors: rll; d'ol: r = 1, et ceci est impossible car 1 n'est
pas premier, par suite : d = |

Méthode (4)

Ona:(JuveZ)lup+vg=1

D'ou : (up +vg) = 1; c'est-a-dire : u’p* +v'q* + 3uvpg(up + vg) = |
Ainsi : p(u'p® + 3uvg(up + vq)) +v'g’' = 1

Ainsi: (Jo,BeZ)/ap+Pg’ =1

Dou:pAg'=1

2) a- Montrons que p divise ¢':

Ona:x= —’3 est une solution de I'équation (£);

C'est-a-dire : %‘- + % +1=0;dou:(1):p*'+p’+ ¢ =0
Donc: ¢' = p(— p’ — gp); par suite : p divise ¢’.

b- Déduction :

* Puisque : plqg’, alors: p A ¢' = |p|

Etona: pAg=1,donc: pAg =1

Ainsi: |p|= 1, c'est-a-dire: p=1ou p=—1

*Si p=1,alors: 'égalité (1), s'écrit: 1 +¢g+¢'=0

Donc : le nombre g est solution de I'équation (£’).

*Si p=—1, alors: I'égalité (1), s'écrit: =1 +g+¢' =0

C'est-a-dire: 1 +(—g)+(—¢q)' =0

D'oli : —¢ est une solution de |'équation (E’).
Donc : les nombres g et —¢g sont deux solutions de I'équation (E).
c- * Montrons que : (vae N) n*+n+1=1[2]

Soit n un élémentde 7 ;
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Mma:n = 0[2]oun = 1[2]
tona: n*+n=n(n>+1)
G:n=0[2]alors:n(r’+ 1) = 0[2], dot: '+ n+ 1 = 1[2]

v n= 1021 Alersiis #? 41 =:0[2) dolt v n:F-1)i=i0[2]", donct:
tin =zl

irconséquent : (Ve Z);n'+n+1= 1[2]
'Déduction :
ma:lvaeZ):n*+n+1=1[2]

Jonc les solutions de I'équation (E’) dans Z n'existent pas; et ceci en
otradiction avec le fait que g et —g sont dans Z et solutions de (£').

i suite notre hypotheése : x = g solutionde (E) avec: pAg= let pet g
ont des éléments de Z est fausse.

urconséquent I'équation (/) n'a pas de solutions dans Q.

MY 63

') Déterminons le reste de la division euclidienne de x* par 5.

Wit r le reste de la division euclidienne du nombre x par 5.

nisque: x = rlSlet r € {0,1,2,3,4}

los:x* = r[S]et * € {0,1,4,9,16}

tma:9 = 4[5]et 16 = 1[5]

Jnc: le reste de la division euclidienne de x* par 5 peut étre soit 0; 1 ou 4
1%it m et n de 7, montrons que :

wen' = 0[5]= m = 0[5]letn = 0[5]

ha:m’ = r[5]ot:r € {0,1,4} et 8 = 3[5]

Ync: 2m* = k[51, avec: k € {0,2,3}
isi:n* = k'[5], avec: k' € {0, 1,4}

npose le tableau suivant, pour déterminer le reste de la division euclidienne
wnombre 2m’* + n* par 5:
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2
1o 1 4

2m
0 0 | 4
2 2
3 3 4 2

On remarque, d'aprés le tableau que : 2m* + n* = 0[5] dans le seul cas ol:
n* = 0[5]et 2m’ = 0[5]

Donc: n’ = 0[5]équivaut n = 0[5](car 5 est premier)

Ainsi : 2m’ = 0[5] équivaut m = 0[5] (car 5 est premieret 2 A 5 = 1)

Par suite : 2m* + n* = 0[5] = n = 0[5]et m = 0[5]

c)Soit met nde Z' ,telsque:mAn= 1

Montrons que (2m* + n*) A 5 = 1:

Ona:mAn=1; dou : 5 ne divise pas m et n simultanément, c'est--
dire : m # 0[5] ou n # 0[5] d'aprés la question b) 2m’ + n* % 0[5] (par
contraposée)

Donc : 5 ne divise pas 2m’ + n’ et 5 est premier, d'ol: (2m” + n*) A5 = |
2° a) Montrons que |'équation (%) admet une seule solution o de R, et que
0 ol o B4y

On considére la fonction f définie sur R, par: f(x)=2x'+x—5

Ona: (VxeR); f(x)=6x"+1

Ainsi : la fonction f est continue et strictement croissante sur IR, donc: |
est une bijection de R vers f(R) et AR)=R

Et puisque : 0 € R; alors il existe un seul réel a; tel que : fla) = 0
Etona: f1)=—2 et f2)=13;d'ou: A1) <0< A2)

Et par suite I'équation (£) admet une seule solution o. et que: 1 <o <2

b) i) * Vérifions que : (2m’ + n*)m = 5n°

Ona: fa)=0 =20+ 0—-5=0

m\  m_
= 2(?) g
= 2m'+ mn' = 51’

D'ot: (2m’+n’)m = 5n°
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*Montrons que : m =5

Et puisque : (2m*+n*)m = 5n*; d'ol : m divise 5n°
ftona:mAn=1,doli:mAn’'=1

D'apres le théoréme de GAUSS; m divise 5.

fton a: 5 divise (2m’ + n*)m, et puisque : 5 A (2m* + n®) = 1

D'ou : 5 divise m, d'apres le théoréme de GAUSS : m = 5

i) Déduction:

On suppose que : 0. est un nombre rationnel, avec o = %; mAn=1et

mne N

D'aprés la questioni),ona: m =5 d'oli: & = detne N et puisque:l <o <2

alors : 1 <%<2;ainsi:%<n <5 :
Donc:n=3oun=4;0na:a= %oua:%etona:f(%];&{)etf(%);éo
Clest-a-dire : % et % ne sont pas solutions de (£); donc : o n'est pas un
nombre rationnel.

Exercice {3
1) Résolvons dans Z* I'équation: (E):11x— 24y = |
na:24=2x11+2etll=2x5+1
Donc:l=11 -5x2=11-5%x(24—-2x11)=11x11-5x24
Ainsi, le couple (11;5) est une solution particuliére de I'équation (E).
Soit (x;y) un élément de Z*; ona:
llx=24y=1 < llx— 24y= 11 X 11 — 5x 24
= lllx—11)=24( - 5)
Donc : 24|11 (x — 11); et puisque : 24 A 11 = 1, alors d'aprées le théoreme de
GAUSS: 241x — 11
Cest-a-dire : (Ik € Z)/x=11+24k;d'ou: y=5+ 11k
Réciproguement : on vérifie que tout couple de la forme (11 + 24k;5 + 11k);
wec k € Z est une solution de (E).
Donc : I'ensemble des solutions de I'équation (E) est :
$={(11 + 24k, 5 + 11k) Ik & 2}
2)a) Montrons que : 9110 — 1 et 910" — 1
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Ona:10 = 1|9 donc: 10* = 1[9]et 10" = 1]9]

C'est-a-dire : 10* — 1 = 0[9]et 10" — 1 = 0[9]

D’ou : 9110 — 1 et 910" — 1

b) Montrons que : (10" — 1) — 10(10** — 1) =9 ou (n;m) est une solution

de (E).

Ona: (10" —1)—10(10*"-1)=10"—-1-10 X 10*"+ 10
=10"—=10%10*"+9
= 1= (P A9

Et puisque: 1ln—24m = 1;alors: lln=24m+ |

D'ou : 10" = 10*""! c'est-a-dire : 10" — 10*""'=0

Donc: 10" — 10" +9 = 9; ainsi: (10" —1)—10(10*"—1)=9

c) * Déduction

Ona:10* — 1 = 0[10* — 1]donc :10* = 1[10* - 1]

Ainsi : 10*" = 1[10* — 1], d'ot: 10* - 1 = 0[10* = 1]

Donc: 10* — 1/10*"— 1

De méme; on trouve : 10" — 110" — 1

On peut retrouver ce résultat autrement :

10" — 1= (10")"— 1

= (10" — 1) + (10") + (10"’ + ... + (10")*" )

— (10" = DS 10™

&

Donc z I()H e l“{)l]ﬂ et 10?.1 et | [Ii()?.-!m . l

Ainsi : (3(p.q) € N?)yJ 10" —1=p(10" = 1)
104 — 1 :(}{]03’: —1)

Etona: (10" - 1)=10(10*"-1)=9

Donc: p(10"—1)—10¢(10"-1)=9

Onprend: N=p et M= 10qg

Onaalors: (3M,N) € N2)(10" = DN~ (10"~ DM =9
* Déterminons la valeur de d:

Ona:d=(10"=1)A (0™ = 1)

D'ou : dl(10" — 1) et dl10™ — 1
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Donc d|(10" — 1)N — (10™ — 1) M c'est-a-dire : dI9
Ona d'aprés la question 2° a) 910" — 1 et 9110 — 1
D'oli : 9](10" — 1) A (10** — 1); donc : 9ld

Par suite : d =9

[Exercice 413
1)» Montrons que : (v(a;b)e(?;")”);a;\b= Il=>an(atb)=1
Onpose:d=aA (a+ b)

ona: {dla 2 dla
dla + b dl(a+ b) — a

{dla
s

dlb

= dlanb
= dll

=idi—=1
ponc: (V(azb) €(Z°));anb=1=aA(a+b)=1
+*Montrons que : (‘v’(a;b)e(Z")");aAb= Il =>aAblat+b)=1
Méthode 1:
Onpose:d =aAbla+ b)

dlab

dla
Ona: 2
{8lb(a 5 = 131b* + ab
dla’

{E‘Slu3
—
3lp

= dla’ A b’
= Sl(a/\b)’
=d8=1

Donc :(V(ab) €(Z°) );anb=1=aAbla+b)=1

Méthode 2:
Ona: {a Ab=1 (d’aprés ce qui précéde)
aAla+b)=1

donc: aAbla+b)=1
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-2 a) Montrons que : a(43 —da) = bd(a +b)

Ona:x(43 — x)=yx+ y) = da(43 — da) = db(da + db)
= (43 — da) = bd(a + b)

Donc: a(43 —da) = bd(a+b)

b) Montrons que : ald

Ona:d=xAy; x=ad et y=bd;donc:aAb= 1

D'ol: a(43 — da) = d.b(a + b) = aldb(a + b)

D'apres la question 1) on a: @ A b(a + b) = 1 d'apres le théoreme de GAUSS:
ald, d’ol : ald, par suite : (3c € N):d = ac

c) Montrons que : c(a@*+ab+b*) = 43

Ona:d=ac

D'ou : a(43 — da) = bd(a + b) = a(43 — a’c) = abc(a + b)
= 43 = bc(a + b) + d’c o
(car (e N’)

N = 43 =c(d’ + ab + b))
* Déduisons que: ¢ = 1

On a : 43 est un nombre premier,donc: ¢ =1 ou ¢ =43

Si on suppose que: ¢ =43;0na,alors: a*+ab+ b’ = |

Et puisque: ac N et be N, alors: @* + ab + b* = 3

Ainsi le cas : ¢ = 43 n'est pas possible; par conséquent: ¢ = 1

d- Déterminons les solutions de (1):

D'aprés ce qui précede,ona: ¢’ +ab+b*=43 etanb = |
Dou:(a=6etb=1)ou(a=1et b=06)
Etona:d=acetc=1donc: (x=36et y=6)ou(x=1et y=06)

Conclusion : (36;6) et (1:6) sont les solutions de I'équation (1).

Exercice {7

1) Calculons is; us; us; Us €t ug:

Ona:e u,=3u—2u, =3 ® iy =3u,— 2u, =7
e 1y =3uy—2u, = 15 ° us = 3uys— 2uy = 31
® us= 3us— 2u, = 63
2) a- Montrons que : (VneN) : u  =2u +1
On utilise le raisonnement par récurrence :
e |nitialisation: Pour n=0;0ona:uy=1=2X0+1=2u,+ 1

Donc : la propriété est vraie pour n = 0.
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Hérédité : soit n e N ;

on suppose que : U, = 2u, + 1, et on montre que : w2 = 2y + 1
=

Ona:u,,,=3u, —2u=3u, - 2(“'2 )

= AR i F e O oo ]

Donc la propriété est vraie pour n+ 1.
D'apres, le principe de récurrence: (vreN) ; u,  =2u +1
b-Déduisons u,, A u avec ne€ N
SoitneN,ona: ) = 2u,+ 1;d'ol : s — 21, = 1
D'aprés le théoréme de Bezout; on en déduitque : u,, A u, = |
J}a-Montrons que : (Vne) ; u, =2"—1
On utilise le raisonnement par récurrence.
Initialisation : Pour n=0;ona: uo=0et2°—1=0
Donc : la propriété est vraie pour n = 0.
Soit n € N; on suppose que: u, = 2" — 1 et on montre que : i+, = 2" — 1
0na: s = 2u+1=2(2"—-1)+1=2""-1
Donc : la propriété est vraie pour n+ 1.
Conclusion: (vne N);u, =2"—1
b-Déterminons PGCD(2""' — 1;2"— 1) pour tout n de N,
tneN;ona: u,=2"—letu,., =2"""'—1
Daprés la question 2) b); on a : PGCD(u; 1) = 1
Donc: PGCD(2"*' —1;2"=1) =1
4)a- Vérifions que : (V(n,p) € N*); ttnep = 00, (1 + 10,) + 1,
Sit n et p de N, ona:
w(l+u,) + u, = we+ u.ut, + u,
== 1A= IN2r = 1) 21
= =1 F 2= DR ] P =]
=271
= Unip
donc: (V(n,p) € N*); sy = (1 +11,) + ut,,
*Déduction :
Soit n et pde N, telsque: n>p

Ona:0 < u<u, (car (u.) est croissante et positive)
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D'ou : u, est le reste de la division euclidienne de u.:, par u,.

Donc : PGCD(tnp;tts) = PGCD(u; ut,,)

-Si n < p; alors on peut écrire : .+, = u, (1 + u,)+ u,

et on utilise le méme raisonnement.

Sin=p alors: tt, = u,(2+u,)

Ainsi : PGCD(tyrp;ttn) = thy = PGCD(un; u,)

Donc: (V(mp) € N?) ; PGCD(u,, ;u,) = PGCD(u;u,)

b-i)e Montrons que : PGCD(uy;u,) = PGCD(us;us)

On a: r est le reste de la division euclidienne de ¢ par le nombre b.

Soit ¢ le quotient de cette division euclidienne; on a: a =bg+r ave

0=<r<b
En utilisant: (V(#n,p) € N?); PGCD(u;u,) = PGCD (s thnsy)
Ona:u Au=uAhu

=U Aty = .=UNu  =ulu

bir W4 r
Donc : PGCD(usu.) = PGCD(ua; us)
o En utilisant : PGCD(usus) = PGCD(usus) = ... = PGCD(ut,; o)

ou r, est le dernier reste non nul, par la méthode des divisions successives du
nombre a sur b; c'est-a-dire du nombre a sur b.

Ainsi : r, = PGCD(a;b)

Et puisque : u = 0 alors : PGCD(u,;0) = u.

Par conséquent : PGCD(u.;ts) = s, = Urccoian

i) Calculons PGCD(ta004; Usos)

U

D'apres ce qui précede; ona:u,  Au

2004 804

car: PGCD(2004:804) = 12 et u;, = 2"*— 1 = 4095

a )

PLCD(2004:804) T T2

Donc: u,,, A u,,, = 4095.

(Exercice {73
I- Montrons que x'+ 4 s'écrit comme produit de deux trindmes :
Soit xeR;ona: x*+4=x'+4x’+4— 4 =(x*+2F —(2x) ['
=(x"+2x+2)(x*—2x+2) [

Donc le polynéme x'+ 4 s'écrit comme produit de deux trinémes:
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’+2x+2et x*—2x+2.

I-Soit n € N; tel que : n = 2.

1) Montrons que: n'+ 4 n'est pas premier :
ma:n'+4=m—2n+2)n*+2n+2)

ftpuisque : i’ +2n+2=(n+1) +letn®—2n+2=(n—-17V+1
etpuisque:n = 2alors:n*>— 2n+ 2 = 2etn’+ 2n+ 2 = 10

Donc: n’—2n+ 2 # let n*—2n+2<n'+1; ainsi : n®—2n+2 est un
diviseur propre du nombre n' +4.

far conséquent : le nombre n' + 4 n'est pas premier.

l)a- Montrons que d divise 4n.

Ona:d=AAB,donc:dlAetd B;dou:dlB— A;etona: B— A = 4n;
doli: d|4n

I-» Montrons que d est impair :

Ona: n est un nombre impair, d'oli : #* est impair;

etpuisque: 2n + 2 et —2n + 2 sontdeuxnombrespairs;alors: A = n* —2n+ 2
¢t B=n*>+2n+ 2 sont impairs.

ftona: d divise A et B;donc: d un nombre impair.

*Montrons que d divise n.

Puisque : d un nombre impair, alors : 2 ne divise pas d, et 2 est premier;
ainsi: dA2= I;dol:dA22=1

Donc: dl4n et d A 4 = 1, (d'aprés le théoréme de GAUSS): d|n
t-Déduction :

Ona:dlnetdln?+ 2n + 2;d'ou: d|n(n + 2)etdln?+ 2n+ 2.

Parsuite : d{n’ + 2n + 2 — n(n + 2); ainsi : d|2.

Etpuisque 2 est premier; et d € N'; alors: d = 1 ou d = 2; et d'aprés ce qui
précéde d est impair, donc: d = 1

jJa- Montrons que 4 ne divise pas A:

Ona: n est pair donc: 2!n; ainsi : 2|n — 2; donc : 4|n(n — 2) ; par suite:
- 2) = 0l4].
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Parsuite: A=n(n—2)+2 et2 = 2[4], alors: A = 2[4]

par suite: 4 ne divise pas A.

b- Déduction :

On a: n est une nombre pair, d'ol n* est pair.

Ainsi : A et B sont tous les deux pairs; et 4 ne divise pas A; d'ot: d=2%
avec p impair.

c)Ona: pld;d'oli: plAetp|B

Donc:p| B — A c'est-a-dire: p|4n

Et puisque p estimpair; alors:p A2 = 1;d'ol: pA2*= lainsi: pA4d =]
D'aprés le théoréme de Gauss: p|n

Et puisque : n est pair, et p est impair, alors : p = 1; par conséquent:
d=2

| Exercice £}

488

1) On suppose que : n = 2, montrer que: p, < (pi X pr X .o X pu1) + 1
Puisque |'ensemble des nombres premiers est infini; alors : p. est définie
pour tout 1 de N".
On utilise le raisonnement par I'absurde.
On suppose que : p.>(pi X ps X . X pa-i) + 1
Donc : Ji € {1:2;...;n — 1}:p,-ET[‘pg + 1
ey
Et puisque : p; ; hlpk alors : p/!1 et ceci est en contradiction avec le fait que p
est premier.
Donc: pu < (P X P2 X o X pa-i) + 1
2) a- Déduisons que : (Vne N'={1}); p. < (p.-) '+ 1
Ona:p,<p,<p,<..<p_,
ROl pi X PiX o X Puci S {ipac) =
Ainsi s 1 4 pi kP X paat = (prei)l” 1
Et d'aprés la premiére question 1) : p, S piX pa X o X Pt + |
D'oti: pe < (po-i)' '+ 1
b- Montrons par récurrence que : (vne N*); p, < 27"
e |nitialisation: Pour n =1,0na: py=2 et 2= 2", donc la propriété et
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vraie pour n = 1.

Soit n € N*, on suppose que : Vk € {1;2;..;n}; pe < 22"
ftmontrons que : p.. = 27

Daprés la question 1);0na: po it S piXpr X oo X pu + |
itd'aprés I'hypothése de récurrence : Vk € {1;2;..;n}; p:
DONC i Dae 1= 21 HA ik R L]

<2‘II|

ftpuisque : 1 + 2+ 2%+ .. + 2" '= 22:_11 =

Alors : paey < 291422

2"~ 1letl < 27!

Donc: p.. 1 < 2%, d'aprés le principe de récurrence : (vn e N*); p. < 2"

beercice {3

FSoit 7 un élément de N* —{1},

#Soitk € {2:3;....n}

na:nl=nxn— Dx. . .xkxlk—1)x..x2xI1

Dol:n! + k=kln(n— DX ..xtk—1x..x2x1+1]

donc: n! +k n'est pas un nombre premier.

farconséquent: les nombres n! + 2;n! + 3;...;n! +n, ne sont pas de nombres
premiers.

i-Déterminons six nombres premiers consécutifs et non premiers.

Isuffit de prendre n = 7; d'oul les nombres:

N2 73 1 =4, Tl 5 TEA= 6. T -7

fest-a-dire  :  5042:;5043;5044;5045;5046;5047; sont six nombres
wnsécutifs et non premiers.

)Soit p un élémentde N"— {1}, et: k € {2:3;.5p + 1}
ha:(p+DI=(E+DXpX. . XkX(k—1)X..X2X1

Dou: (p+ ! +k=kl(p+ Dp X .. X (k—1)..2%1+1]

donc: (p+ 1)! + k n'est pas premier.

fipar conséquent : les nombres (p+ 1)1+ 2:(p+ 1)! +3;...

#lp+1)!+p+ 1 sont p nombres consécutifs non premiers.

Soit pe N —{1},

l0na: M= p X p;X...Xp,; montrons que les nombres : M+ 2;M+ 3;...
# M+ n sont des nombres non premiers.
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Soit: k € {2;3;..;n}

* Si k est premier, alors : 3i € {1;2;..;r}; k= p

Et puisque : p!M; alors : pilM + k; d'o : M+k est un nombre non
premier.

® Si k n'est pas premier, alors: 3i € {1;2;..;r}; plk (car: 2 < k < n)et pI¥
c'est-a-dire : pil M + k ainsi M+ k n'est pas premier.

Par conséquent : les nombres M+2;M+3;... et M-+n ne sont pas
premiers.

2)a)0Onpose: M=2X3X5X7

Ona: M+2:M+3;M+ 4: M+ 5;M+ 6; M+ 7; six nombres consécutifs non
premiers.

b) Comparaison: 212;213;214;215;216 et 217 sont six nombres consécutifs
non premiers. (c'est une liste de nombres plus petits que les nombres obtenus
dans la liste de la partie 1)2).

| Exercice &)
1) Montrons que : p = 1[6]ou p = 5[6]
Ona:(vne N);(Ei!r e {0; 1;2;3;4;5})[:: =rl6]
Et puisque les nombres qui s'écrivent sous la forme 6k; 6k + 2;6k + 3 et 6k +4
, avec k € 7 sont des nombres non premiers, alors: p = 1[6]ou p = 5[6]
2) a- Soit ¢»;qi;... et g, des nombres qui s'écrivent sous la forme 6k + |;
ona:q = 1[6]; pourtout i de {1,2,...,m}; donc: ¢.¢:..qn = 1[6]
C'est-a-dire : (Gk € N); ¢i.ga...qw =1+ 6k
b- Montrons que : (3¢ € E); ¢l N
Ona:N=(2%X3x5X..xp)— l=(6xX5x%..xp)—1
Donc: N = — 1[6] c'est-a-dire : N = 5[6]
Etona: N> p et N = 5[6](c'est-a-dire: k€ N; N=6k+5)
Et puisque p est le plus grand élément de E; alors N n'est pas premier.
Si tous les diviseurs premiers du nombre N, s'écrivent sous la forme 6k +1;
alors d'apres la question 2) a)
Onaalors: N = 1[6]ce qui est en contradiction avec: N = 5[6]

Ainsi, il existe un nombre premier gde E;telque: g < p et g divise N.
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Cest-a-dire : (3¢ € E);qIN

¢- Déduction :

Ona:gl2x3x.petglN;dou: q[(? X3 X5X..xp)— N ainsi : gl1; ce
qui est absurde.

Donc : E est infini.

Exercice 41

FVérifions que : p = 1[4]ou p = 3[4]

Ona: p estun nombre premier et p = 3 donc p est un nombre impair, c'est-
#dire: p=2k+1;avec: ke N*

*Si k est pair, alors: k=2m;m e N*;d'olu: p=4m+ 1;ainsi: p = 1[4]
*Si k est impair, alors: k=2m+1;meN"; d'ol : p=4m+3; ainsi :
p=3l4]

I-1) a- Montrons que : a = 3[4]

Ona: (Vi € {1,2,..,r}); p = 3[4], d'ob: pix p» x ... x p. = 37[4]
ftpuisque : 3 = 3[4]et 3? = 1[4]; alors :

3= 1[4]si n est pair et 3" = 3[4]si n estimpair,

finsi: 37 = 1[4], car r est pair; c'est-a-dire : pi x p» x ... x p, = 1[4]

fona:2 = 2[4l donc: pi X pu X .. X p,+2 = 3[4], C'est-a-dire : a = 3[4]
b-Montrons que tout diviseur premier du nombre a n'appartientpasa E.
Ona: @€ N"—{1} d'ots @ admet un diviseur premier positif,

Onsuppose que : (Hpa EE);p.,ia;l fosr

Donc : pela €t pe| prp:..p., Ainsi : pa|a — pups..pr; d'ol : pal2

linsi : p« = 2; ce qui est impossible; car 2 n'appartient pasa £

Parconséquent : il n‘existe aucun diviseur premier du nombre a quiappartient
iE.

¢ Déduisons que : @ = 1[4]

Soit : @ = g{"g5 ..q% la décomposition en produit de facteurs de nombres
premiers du nombre a

it puisque : a = 3[4]; alors les nombres : ¢i;¢s;...; g. sont des nombres
impairs.

itd'aprés la question 1) b); on a : (Vi € {1,2, ...m});q.v &F; ainsi :
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(vi € {1,2,..m});q = 1[4]

C'est-a-dire : (Vi € {1,2,..m});¢* = 1(4], par conséquent : a = 1[4]
2) a- Montrons que : b = 3[4]

Ona:(vi € {1,2,..r}); p = 3l4]

D'ou: pi X pr X .. X p, = 37[4]

Et puisque : 37 = 3[4](car r estimpair); alors: b = 3[4]

b- Montrons que : b = 1[4] :

On suppose que b admet un diviseur premier p;, appartienta £
Ona: pulb et pil pups..p; d'ol: pulb — pps..p. c'est-a-dire : p:|4
Ceci est en contradiction avec : p. = 3[4]

Par conséquent b n'admet aucun diviseur premier de £,

Soit h = lﬂ[q!", la décomposition en produit de facteurs de nombres premiers
deb.

Ona:(vi € {1,2. m}]q;él_,, d'oli : (Vi € {1,2,.;m});q¥ = 114];
donc: b = 1[4]

3) Déduction :

*Onasin estpair:a = 1[4] et a = 3]4]; ce qui est impossible.

i=

*Onasin estimpair: b = 1[4]et b = 3|4]; ce qui est impossible.

Donc I'ensemble £ est infini.

Exercice &)
1) Montronsque : (p — 1) (2p — 1) = 0[6]
Puisque : 2X3 =6 et 2 A 3 = |, il suffit de montrer que : 2/(p — 1)(2p - 1)
et3l(p— N@2p— 1)
Ona: p est premier,et p = 5, alors p estimpair.
Dloli: p = 1[2] = p—1 = 0[2]
= (p-1D@ep-1) = 0[2]
Donc:2((p— 1)(2p — 1)
Etona: p A3 = 1(car p et3sont premiers entre eux)
Donc: 3 ne divise pas p;d'ot: p = 1[3]ou p = — 1[3]
*p=1[3]= p-1 = 0[3] .
> (- 1D@p— 1) = 0[3] |
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tp=-1[3]> 2p = 1[3]
= 2p—1 = 0[3]
= @E-1D2p-1) = 0[3]

donc:3|(p— D(2p = 1)

Ainsi : 2lp— H2p—1)
3lp-D@2p-1)=6(p-1DE2p-1)
2iNBi=-1

2) Déduction :
Soit n un élémentde N;ona:

p=1 p=1
N+ k)2 = D1 (n? + 2nk + k?)
=0 F =0
:—I =1 r=1
= 2+ D) 2nk + Dk
=D k=1 k=0
p=1 p=1 p=1
=n* 31+ 2n)  k+ Dk
m 1y k=D k=0
L 2,1(12_(22:"12] . ,fz_f_fr_i)g(_%g:..!.)_

- p(nl +n(p—1)+ SE :_l}_ézﬂ_”__ll)
stpuisque : (p — 1)(2p — 1) = 0[6]; alors : @ =-L— l)é2p— - eN

Onpose: a=n’+n(p—1)+a; € N"
p-=1

ponc: (Je € N*); D (n+ k) = ap, c'est-a-dire : Pz_!(n + k) = 0[p]

ercice £

1)Soit # un élémentde N;telque:n = 2etn= ﬁ p la décomposition en
produit de facteurs premiers de n. 4
Soit d un diviseur positif de n.

Ona:d= ﬁp?‘ avec:0 < B: < o pourtout i € {m;...;2;1}
i=1

Etpuisque : Card{0;1;2;..;00} = 1 + o,

Nors, le nombre des cas possibles pour P. est |+ o; pour tout
ie{m;...;2;1}

Ainsi le nombre de diviseurs positifs du nombre n est :
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(1 + o) (1 + 03)...(1 + a.) (d'apres le principe fondamental
du dénombrement)
2) Déterminons x et y de N tels que : CardD}! = 10; CardD! = 21 &
xAy= 18
Soit x de N; telque: x> 2 et x= ﬁp,-‘“ , la décomposition en facteurs
premiers de x. 3
Ona:CardD! =21 < (1 +a)=2lou(l + au)(1 + o) =7 x3
e o= 200ou(ou=6eta,=2)ou(a=2eta=—6)
Ainsi: x = p{®ou x = pipiavec p, < p; OU x = pipsavec py < ps
Soit yeN,ety>2o0na:y= ﬁp,“‘, la décomposition de y en produit de
facteurs premiers. i
CardD} = 10 < (1 + B)=100u (I + B))(1 + B:) = 5x 2
= Bi=9%9ou(Pi=4etP.=1) ou(Pi=1letp.=4)
D'ou:y=plouy=pipsavec: p < p: ouy=p:piavec: p, < ps
Etpuisque: xAy= 2 x 3% alors: x # pi"ety # g}
Donc: x = 2°3Pet y= 27 x 3* avec: Min(a;y) = 1 et Min(p;A) = 2
Par conséquent : x = 2°%X3* =576 et y = 2X3"'= 162
3) Soit @ un élément de N'—{1 } ; et admettant 3 diviseurs positifs.
Et puisque : 3 = 1X3, alors : @ = p{" avec p; est un nombre premier positif,
Etona:1 + o, = 3 c'est-a-dire: o, = 2; par conséquent : a = p? donc: a est

le carré d'un nombre premier, d’oli a est un carré parfait.

[Exercice &7

1) Voir exercice

2) Soit n un entier naturel ayant exactement 9 diviseurs.

Montrons que : n=a" ou n=a’bh’ ol a et b sont premiers et distincts.
D'apreés la question 1) le nombre de diviseurs n est :

(1 + ou)(1 + 0)..(1 + ou)

Et puisque : 9 = 1X9 ou 9 = 3X3

Alors: Vi € {2;.;k};1 + o= letl + =9
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ou:Vvie {3 . ;k};l+o=1letl+au=1+0,=3
c'est-a-dire : ((V:‘ e{2;3;..:k}) o= 1) eto, = 8
ou (Vi € {3;4;..5k});0u= let o= Q.= 2
Ainsi: n = ptpioun = pf
Onpose: a=p, et b=p,;donc: n=a" ou n=a’h’ avec a et b sont
premiers et distincts.
3) n possede 9 diviseurs (1)

n=39p+1(2); ot n e N et p estun nombre premier.
a-Montrons que n ne peut s'écrire sous la forme a*
Par I'absurde : on suppose que : n =a";alors: 39p+ | = a*
s Si p est pair; alors: p=2;d'ol: ¢ =79, et ceci n'est pas impossible.
*Si p estimpair; alors: p = 1[2]; d'oti: a® = 0[2].
Donc: a = 0[2], et puisque a est un nombre premier, alors: ¢ = 2.
Par conséquent : 2° = 39p + 1; d'ol : 39p = 255 ce qui est impossible;
Donc: n +# a®
Ainsi: n = a*b*
b-Montrons que: p = 5 ou p = 37; puis déterminons 7.
Ona:n=a’b* et 39p+1=n;dol: 39 =a’b’—1
Donc: 39p =(ab—1)(ab+ 1)
Ainsi: p|(ab — 1)(ab + 1)
Etpuisque p est premier, alors : plab — 1 ou plab + 1
lercas: p divise ab+1: (3k e N):ab+ 1 = pk
Donc : 39(ab + 1) = 39pk
Cest-a-dire : 39(ab+ 1) = k(ab—1)(ab+ 1) d'ot k(ab—1)=39
Donc: ab — 1{39
Ainsi:ab—1=13ouab—1=3ouab—1=1o0uab—1=39
*Si:ab—1=1,alors: ab+1=3 et k=39
Dotr: 39p = ab + 1 = 3, et ceci est impossible.
Sirab—1=3,alors: ab+1=5et k=13
Donc: 13p =ab+ 1 =5 et ceci n'est pas possible.
*Si:ab—1=13,alors: k=3 et3p=ab+1=15
Donc: 3p = 15;ainsi: p=>5
*Si:ab—1=39,alors: k= 1;d'cu: p=ab+1 =41
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Ainsi: p = 41

2eme cas : p divise ab— 1:

En utilisant la méme démarche que précédemment, on obtient : p = 37; et
les autres cas sont impossibles.

Ainsi : les valeurs possibles pour p sont:5; 37 et 41.

e Si: p=41, alors : ab=40; ce qui est impossible car a et b sont deux
nombres premiers.

eSi: p=237,alors: ab=238;d'ol: (a=2et h=19)

Danscecas: n=2°%19°= 144

®Si: p=15,alors: ab = 14; par conséquent ab = 2 X 7 (c'est-a-dire: a =1
et b=17)

Danscecas: n=2*X7"= 196

Donc : les nombres qui vérifient les deux conditions (1) et (2) sont : (p =37
etn=144)ou(p=5et n=196).

BarTY7sy BAC2020 (session normale) :

496

1) Soit (x,y) € Z* tel que : (D):7x*— 13y =5

a) Montrons x et 13 sont premiers entre eux :

Posons d = x A 13,donc d| x et d| 13 donc: d| 7x* et d| — 13y ;ainsi: d| 7x* — 13
Donc: d|5;dou:d=1oud=5 (d>0)

Et puisque : d|13;alors: d = 1

Par conséquent : x et 13 sont premiers entre eux

b) Déduisons que : x> = 1[13]

Ona:13estpremieret x A 13 = 1; d’aprés le théoréme de Fermat : x"* = 1[13]
¢) Montrons que : x* = 10[13]

Ona: 7x'— 13y =5;donc: 7x’ = 5+ 13y

Dol : 7% = 5[13]

Ainsi : 14x* = 10[13]

Et puisque 14 = 1[13]; alors: x° = 10[13]

d) Déduisons que x” = 3[13] :

Ona: x'=10[13]; dou: (x*Y =100[13]
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finsi: x* =7 % 13+9[13]

Dotr: x° = 9[13]

hinsi s x® =—4[13]

Dou: x2 = 16[13]

Par conséquent : x* = 3[13]

2) Déduisons que I"équation (D) n‘admet pas de solution dans Z X Z :
Supposons que I'équation (D) admet (x,y) de Z X Z comme solution.
Daprés la question 1) b) on a; x* = 1[13] et d’aprés 1) d) ona: x = 3[13]
Dot : 1 = 3[13] ce qui est absurde.

Ainsi : I'équation (D) n’a pas de solution dans 7
oY BAC2019 (session normale) :

)Montrons que (Fu e Z);uxn=1[2969] :

On suppose que 2969 ne divise pas 7.

it puisque 2969 est un nombre premier, alors : 2969 An = 1
Daprés le théoréme de BEZOUT : (F(u;v) € Z7) ; nu + 2969y = 1
Dou: 2969y = 1 — nu

dinsi : 2969 divise 1 — nu

donc: 1 — nu = 0[2969]

Dol : nu = 1[2969]

Dune autre fagon : (I(u;v) € Z*); nu+ 2969y = 1

Ona: nu+ 2969y = 1[2969]

donc: nu = 1[2969]

Conclusion : (Fu € Z) tel que : nu = 1/2969]

o) Déduisons que : (um)' =— 1[2969] et que (u X m)™ =— 1[2969|
Ona: n*+ m* = 0[2969]

donc: utn®+ u*m® = 0[2969]

finsi : (un) + (um)* = 0[2969]

ttpuisque : (nu) = 1[2969] car nu = 1[2969]

Mors : 1+ (um)’ = 0[2969]

par conséquent : (um) =— 1[2969]

Arithmétique dans 7, 1 497



eOna: (um) =—1[2969)]
Dot : ((um)')™ =(=1)"]2969]
Donc : (um)™* =—1[2969]
¢) Montrons que 2969 ne divise pas wu.m :
Par I'absurde :
Supposons que : um = 0[2969]
Donc : (um)™™ = 0[2969|
Ce qui contredit le résultat précédent : (um)”™ =— 12969 ]
Ainsi : 2969 ne divise pas u.m
d) Déduisons que (u.m)™ = 1[{2969] :
On a : 2969 est un nombre premier qui ne divise pas mit .
Alors : 2969 Amu = 1
Ona: 2969 Amu =1
2969 est premier; d’apres le théoreme de Fermat
(mu )™ " = 1[2969]
Clest-a-dire : (mu )™ = 1[2969]

2) a) Montrons que 2969 divise n: o

o Théoréme de Fermat:
Par I'absurde, supposons que : 2969 ne divise pas n.

X , =) ) Si n est premier et
Alors, d’apres les résultats de la premiere question;

(um )™ = 1[2969] et (um)** =—1[2969]
Donc: 1 =— 1[2969]
Dol : 2 = 0[2969]; ce qui est absurde.

ne divise pas ¢ alors:

a"' = 1n]

Par conséquent : 2969 divise 7.

b) Montrons que n*+ m* = 0[2969] &= n = 0[2969] et m = 0[2969] :
e Supposons que n = 0[2969] et m = 0[2969|

Donc : n* = 0[2969] et m* = 0[2969]

Ainsi : n*+ m® = 0[2969]

e Réciproquement :

Si n*+m® = 0[2969], alors : d’aprés la question 2)a)
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2969 divise n; d’oti: n = 0[2969]

info :
Ainsi : n* = 0[2969 Si @ = b[n] alors :
or n*+m"* = 0[2969]; donc : m* = 0[2969] (Vpe N);a" = b"[n]

Puisque : 2969 divise m® et 2969 est premier.

Alors : 2969 divise m ; par conséquent : m = 0[2969 ]

FOnEY 77 BAC 2018 (session normale) :

1)Soit p un nombre premier telque: p =3 +4k ot (ke N) :
Montrons que pour tout entier relatif x;si x* = 1[p| alors: x*° = 1| p]
Ona: p=3+4k=>p—5=4k—2=2(2k—1);(keN’)
SitxeZ;ona: x*=1[p]l=)*"'=0 ) "[p];(car 2k— 1 e N")

ﬁxzm-vnE [pJ
= x*?=1[p]
=sx""=1|p]

Donc : pour tout entier relatif x;si x*>= 1[p] alors: x*° = 1[p]
JJa) Montrons que x et p sont premiers entre eux :
Ona: x" = 1] p], alors il existe k' de Z telque: x**=1+k'p
You: x> —k'p=1
Ainsi: 2" °Xx—k'p=1 (p—6€&N’)
Dou: 3(u;v) € Z* telque: xu+vp=1;avec: u=x"“et v=—*k
Dapres le théoreme de Bezout: x Ap = 1
Donc: x et p sont premiers entre eux.
3 Montrons que x” ' = 1[p] :
Ona: p est un nombre premieret xAp = 1.
Daprés le théoréme de Fermat : x” ' = 1[p]
t| Vérifions I'égalité proposée :
a: 2+k=1)(p—1)=2+(k—1)(4k+3~1)
=2+(k—1)(4k+2)
=2+ 4k + 2k — 4k — 2

=4k’ — 2k
= k(4k—2)
=k(p—=15)
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d) Déduisons que x* = 1[p] :
Ona: x"*=1[p]= ("% =1*[p] (car ke N")
= 1]

24k ”“"”E 1 1
D’autre parton a: = 1[p] LIRS

Dot : (x**) ' = 14 p] info :
Ainsi; 2PV = 1[ p] Si a = b[n] et ¢ =d|n]
Bonc Lxtx e = 2 ol alors:e aXc=bXd|[n]

Clest-a-dire : x*'*=%D =2[p] (2) ea"=b"|n];peN

De (1) et (2) on en déduit : x* = 1 p]
3) Résolvons dans 7 I'équation : x* = 1[67]
On a pour tout entier relatif x* = 1[p] e= x"* = 1| p] avec p est un nombre
premiertel que: p=3+4k;(keN’)
 Soit p = 67
x? = 1]67] = 2 = 1[67]
e x" = 1[67] (daprés ce qui précede)
= (x—1)(x+1)=0[67]
e x—1=0[67] ou x+ 1= 0[67] (car 67 est premier).
—=>x=1+6Tkoux=—1+67k/kEZ
Ainsi: S ={67k+ 1;67k—1;k€ Z}
Autrement : x* = 1[67] e x* = 1[67]
e x' = 1[67]
= 67|x*—1
= 67|(x—1)(x+1)

e 67|x—1 ou 67| x+ 1 (car 67 est premier)
e=x—1=67k ou x+1=67k ol ke Z
e=>x=1+6Tkoux=67k—lou keZ
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m@ BAC 2017 (session normale) :

1)a) Vérifions que : p < 2017

soit (x;y) € (N') tel que: px+y” ' =2017
Ona: px—2017=—y" 'et—y"'<0

Do: px—2017< 0

Ainsi: px < 2017 . Et puisque: x = 1, alors: px=p
Doi: p < px < 2017; ainsi: p < 2017

Méthode 2:

soit (x;y) € (N tel que: px+y"'=2017

Par l'absurde :

Sip>2017 alors: px = 2017 etona: y" '= 1
Dol: px+y"' = 2018 ce qui est absurde.

Donc: p < 2017 info :
V(a;b) € Z* (cla et

b) Montrons que p ne divise pas y : =l
2 clb)= v(&;B) € 2* ;claa+ Bb

Supposons que p|y etona: p|px
Doti: p|y" '+ px; donc: p|2017 ce quiest absurde (car 2017 est un nombre
premier).

Donc: p ne divise pas y.

¢)» Montrons que y” ' = 1| p| et déduisons que p divise 2016 :

p est un nombre premier et p ne divise pas y; alors d’aprés le théoréme de
fermat y* ' = 1[ p]

‘Ona: px+y~'=2017

Donc: px+y"' =2017[p]

Dou: 0+ 1=2017[p]

Ainsi : 2016 = 0] p]

Donc: p divise 2016.

Méthode 2:
Ona: y""zl[p] :ply"’—l
px+y ' '=2017 " |px+y'—1=2016

= p|2016
d)Montrons que p=7 :

Ona: p est premier et divise 2016 et 2016 =2°X 3’ X 7;donc: p =2
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ou p =3 ou p=17 (ceci d’aprés le théoréme de Gauss p|2°X 3’ X 7).

Et puisque: p=5,alors: p=7

2) Déterminons les couples (x;y) de (N") vérifiant: px +y” ' = 2017 ol p
est un nombre premieret p= 5

D’aprés la question (1),ona: p=7

Donc: px+y" "' = 2017 & Tx+y°* = 2017

=1 =2 =3

5 {g;xz 2016 {:vkx = 1953 ™ {;,x = 1288
e {i = ;28 % {i= 3?9 = {i = ?84

Donc: S = {(288;1),(279;2),(184;3)}

Méthode 2:

D’aprés la premiére question: px+y" '=2017=p=17

e Donc:Si p # 7, alors I'équation n’a pas de solution.

Si p =17, alors I'équation devient : 7x + y* = 2017

D'ou: y*=2017—"7x

Ainsi: 1 <y° <2010

Donc: 1 <y<%2010 (%2010 ~ 3,55)

Par conséquent : y € {1;2;3}

On remplace y puis on calcule x.
On retrouve : S ={(288;1);(279;2);(184;3)}

BOnY 9 BAC2016 (session normale) :
Premiére partie :
Soit (a;0) € (N') tel que : 173 divise a’ +b’.
1) Montrons que : @' =—5""[173]
Ona: 173|a’+ b’ = &’ +b* = 0[173]
=a =—b*[173]
= (@) =(=b")"[173]
=a" =—b"[173]
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2) Montrons que : 173 divise a si et seulement si 173 divise b
Ona: 173|a*; et: 173|a* + b*, donc: 173|a* + b — &’

Doti: 173|5°. Ainsi: 173|b car 173 est premier.
Réciproquement :

Comme les nombres a et b jouent le méme role,

Donc: 173|b = 173|a !
info :
Conclusion : Si p est premier, alors: p|ab = p|a ou p|b

173la = 173| b c’est un cas particulier du théoréme de Gauss.

3)On suppose que 173 divise

a; montrons que 173 divise a + b :

On suppose que 173 divise a; donc 173 divise b (d'aprés la question
info :

Si dla et dlb alors d divise toute

combinaison linéaire de a et b.
4) On suppose que 173 ne divise pas

précédente)
Dou: 173|a+b

a.

a) Montrons que : '™ = b'™[173]

On a : 173 ne divise pas a, alors 173 ne divise pas b. (d’aprés ce qui
précéde)

Daprés le théoréme de Fermat : ' = 1[173] et a™ = 1[173]
Doi: @ = b [173]

b)Montrons que : " (a + b) = 0[173]

Ona: a'” = b"[173]

ftona: a”(a+b)=d"+a'"b

Etpuisque : @ =—b'"'[173] (d’apreés la question 1))

Aors : b.a”' =— bb"'[173]

Dou : ba™ + 5" = 0[173]

Ona:a™(a+b)=a"+d"b

etona: a” = b"*[173] et a"" =— b'"'[173] (d’aprés la question 1)
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Dol : @™ = b'"*[173] et ba™ =— bb"'[173]
Ainsi: @' = b'"[173] et bd" =—b"[173]
Donc: '+ ba™ = b — b [173]

D'ot: a”(a+b)=0[173]

c) Déduisons que 173 divise (a+b) :

Ona: 173|a" (a+b) (daprés la question c)

info :
et 173 est un nombre premier et 173 ne S 2 A= 1 Bloms aP AP =]
divise pas a. pour tout n et m de N'.

Donc : 173|a+b (d’aprés le théoréme de

Gauss)

Deuxiéme partie :

1) Vérifions que : k(x—y) +(k—1)xy = 1

Soit (x;y) solutionde (E);ona: x*+y' = 173(xy+ 1)
Donc: (x+y) (&> —xy+y*) = 173(xy + 1)

D'oti : 173k((x —y) +xy) = 173(xy + 1) (car x +y = 173k)
Ainsi : k(x—y) +kxy =xy+1

Dot : k(x—yf+(k—1)xy=1

2) Montrons que k = 1, puis résolvons I'équation (E) :
Ona: x, y et k des élémentsde N

Si k=2 alors: (k—1)xy=>1

Dloli: (k—1)xy+k(x—yf=1+k(x—y)

Ainsi: 1> 1+k(x—y)

Donc: 0> k(x—y) cequiestabsurdecar ke N" et x # y
Donc: k =1

Méthode 2:

Ona:keN';donc: k= 1;ainsi: k=1ou k> 1
°Sik>1lalors;: k—1>0

A (k—1)xy>0
it {k(x—yf> 1oy
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Ainsi: (k= 1)xy+ k(x—y) > 1

Donc: 1 > 1 ce qui est absurde. D'ol: k= 1

»Résolvons I'équation (E):

= {x+y= 173 Xk = 173
(x—yP+0—-1)xy=1

+v=
D’oﬁ:{x y=173

(x=yF=1
ot 1x+y= 173 {x+y= 173
x—y=1 x—y=—1

Ainsi: (x;y) = (87;86) ou (x;y) = (86;87)

Désignons par S I'ensemble des solutions de I'équation (£) dans (N°).
(xy) € (S) = (x;y) = (87;86) ou (x;y) = (86;87)

Réciproquement :

87°+ 86° = 1294559
173(87 X 86 + 1) = 1294559

Donc: 87° +86° = 173(87 X 86 + 1)
Dou: (87:86) € S et (86:87) & S
Conclusion : S = {(87;86);(86;87)}

Exercice £ BAC 2015 (session normale) :

1) Montrons que 1436 et 2015 sont premiers entre eux :

Ona: 1436 X 1051 —2015 X749 =1

Donc, il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 1436u + 2015v= 1;en
prennant « = 1051 et v =— 749 d’ou: d’aprés le théoreme de Bezout, 1436
et 2015 sont premiers entre eux. info : Théoréme de Bezout

— i 1 2. —
2) a) Montrons que d divise 1436 : anb=1e3uv)€Z ;autbv=1

Ona: yus — 1436[2015] = (3k € Z) ; x'** = 1436 + 2015k

= (3k € Z); X" — 2015k = 1436 (1)
Etona: d|x et d|2015 info :
Donc: d| x** et d| 2015k Si d|x alors d|x" ot ne N’
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Ainsi : d| x"” — 2015k

D'oti : d|1436

b) Déduisons que x et 2015 sont premiers entre eux :

Soit: & =x A 2015

Ona: d|x et §|2015; d'ou : 6]1436 (d’apres (1))

Par suite : 8|2015 et /1436

Dol : 62015 A 1436

Ainsi : 0|1 (car d’aprés la question 1) 2015 et 1436 sont premiers entre eux)
Donc: & =1

Conclusion : 2015 et 1436 sont premiers entre eux.

3) a) Montrons que : x"* = 1[5] et x"** = 1[13] et x"* = 1[31]
On a: 5 est premier et ne divise pas x (car 2015Ax=1)

Donc : d’aprés le théoréme de Fermat. info :

xl = 1[5]; ainsi: (x*)® = 1[5] Dot : x'** = 1[5] 1440 = 360 X 4
On montre de méme que : ' = 1[13] et x'"*° = 1[31] = 120X 12
b) Montrons que : x'* = 1|65] et que : x"* = 1[2015] =30x48

Ona:x*=1[5] et " ="1[13]
Donc: 5|(x"*°—1) et 13]|(x'""—1)

info :
Etcomme: 5A 13 = 1;alors: 5 X 13|(x'***—1) ‘S“‘[’l | .
U i |ain , alors : abln
D'ou : 65| %" — 1 i

Ona: x"=1[65] et x"* = 1[31]

Donc : 31 divise x'°— | et 65 divise x'"**—1 et 65A31 =1
Dol : 65 X 31 divise (x"*—1)

Ainsi : 2015 divise x"*" — 1.

Donc: x' = 1[2015]

4) Montrons que : x = 1051[2015]

On a : d’apres I'énoncé : x'* = 1436[2015]

Donc: x"* %X 1051 = 1051 X 1436 [2015]

(1436 x 1051 —2015 X 749 = 1)

D'ots : X 1051 = 2015 X 749 + 1]2015]
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finsi : 1051.x"** = 1[2015]
Doz 1051x"*” X x = 1 X x[2015]
Donc: 1051x"° = x[2015]
or x'* = 1[2015]
Ainsi - 1051 X 1 = x[2015]
par conséquent : x = 1051[2015]
Méthode 2:
Ona: [x"”=1436[2015] [x"”Xx=1436Xx[2015]
{x'“"E 1[2015] :’{x'“"; 1[2015]
15 {x"““ = 1436x[2015]

£ =1[2015]
= 1436x = 1[2015]

= 1436(x — 1051) = 0[2015]

= 2015]1436(x— 1051)
= 2015|x— 1051
= x = 1051[2015] (D’aprés le théoréme de Gauss)

ona: {143604:5 1[2015]
1436 x 1051 = 1[2015]

BEEEYgy BAC 2015 (session rattrapage) :

/1) Soit @ € Z; montrons que : @™ = 1[13]

Ona: 13 est un nombre premier et a A 13 = 1; alors d’apres le théoréme de
Fermat.

a* ' = 1[13]; donc: a?* = 1[13]

Ainsi: (@) = 1'®[13]

Dot : @ = 1[13]

2} a) Montrons que x et 13 sont premiers entre eux :

Soit x une solution de (E); donc: x*° = 2[13]

Ona: xA13=10u 13Ax= 13 car 13 est un nombre premier.
Sion suppose que x A 13 =13;alors: 13| x; d'ot: x = 0[13]
Ainsi = ™ = 0[13] ce qui est absurde; car x***° = 2[13]

Donc: xA 13 = 1; d’ol 13 et x sont premiers entre eux.

b) Montrons que : x = 7[13]
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Ona: x> =2[13]; doti: ¥*™4=2x%[13]
Etona: x™° = 1[13] (d’aprés la question 1)1)
Dot : 2x = 1[13]
Ainsi : 7(2x) = 7[13]
Donc : 14x = 7[13]
Par conséquent : 13x+x = 7[13]
Donc: x = 7[13]
3) Montrons que S ={7+ 13k/k € Z.} :
On a démontré que si x est solution de (E) alors: x = 7[13]
Donc: x=7+13k;ou kEZ
Réciproquement : supposons que x = 7[13]
Montrons que : x est solution de (E)
Clest-a-dire ; 2" = 2[13]
Ona: x=7[13);donc: ™ =7*"*[13]
Il suffit de montrer que : 7% = 2[13]
Ona:7A13=1;donc: 7" = 1[13]; (théoréme de Fermat)
Ainsi: (7) = 1[13] (2015 =12x167+11)
Bl =7 2 ye 7t = g
Donc: 7°5.=7"[13]
Ona:e 7=7[13]
o 7P =49[13]
7= 13%x4—-313]
Donc: 7*=—3[13]
e 7°=—21[13]
Dot : 7* = 5[13]
e 7'=9[13]
s =TT g
7"=5x(9)[13]
7" = 405[13]
7" =31%13+2[13]

Par conséquent : 7' = 2[13]
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Dob: 7% =2{13]
(onclusion : I'ensemble des solutions de 'équation FE est :

S={7+13klk e Z}
If lurne U contient 50 boules numérotées de 1 a 50, indiscernables au
toucher.
1) Déterminons la probabilité que la boule tirée soit solution de I'équation (E):
On tire au hasard une boule de I'urne, cette boule porte le numéro n.
Pour que n soit solution de (.E. ); il suffit qu’elle s’écrit sous la forme 7 + 13k
WwkeZ
Ona: 1 =n=<50;donc: 1 =<7+ 13k < 50

o 6 43

hinsi: k €{0;1;2;3}
Doz (7+ 13k) €{7:20;33:46}
Donc: A ={7:20:33:46}

plA)= %&% = -5-% = '-225- (car les boules sont indiscernables au toucher)

2)On répéete I’épreuvé précédente trois fois dans les mémes conditions :
Déterminons la probabilité d’obtenir éxactement deux fois une boule dont le
uméro solution de (E).

Onconsidére X le nombre de fois, ol la boule tirée porte un numéro solution

de'équation; X suit une loi binomiale de parametres n =3 et p = —225-
S e ) e 0 e o

winsis px=2)=Ci( %] (1-F) =3(F%)(33) =135

ercice £ BAC 2014 (session normale) :

1) Vérifions que les deux nombres a; et a. sont premiers :

Ona: & = 31 et 31 est un nombre premier.

Pour n=2 : @ = 331 et /331 ~ 18,19

les nombres premiers positifs inférieurs a JﬁT sont 2;3;5;7;11; 13 et 17.
ftchacun de ces nombl.'es ne divise pas 331; donc 331 est un nombre premier;

dou @, est premier.
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2) Montrons que (Vae N*) 3a¢,+7=10"": info :

Soit neN";ona: 3a,+7=999..93+7 Soit n € N'—{1;2;3}
——— -+ ' -
n Jois Si n n’est pas premier alors
=1 00..0 =10""

(n-+ | eéros
Donc: Vne N ;3q,+7 = 10" -
3) Montrons que (Vk € N) ; 10" = 7[31] : plnet p<in
On a: 31 est un nombre premier et ne divise pas 10; donc d’aprés le théoréme
de Fermat: 10* ' = 1[31]
D'ou: 10* = 1[31]
Ainsi: (10°) = 1[31]
Donc : 10™'2 = 10°[31]
Par conséquent : 102 = 7[31] (car 10*=3 X 31+7)
Ainsi : 10*? = 7(31]
4) » Soit k € N ; Montrons que 3a:+ = 0[31]:
Soit k € N;ona: 3@y, +7=10""""" (d’aprés la question précédente)
D'olr : 3asm« +7 = 10***2
D’autre part: 10**'2 = 7[31]
Donc : 3 +7 = 7[31]
Ainsi : 3asu-1 = 0[31]
¢ Déduisons que 31 divise dyxi:
® On a: 3au = 0[31]; donc : 31 divise 3@ et 3A31 = 1; d'apreésle

il existe un nombre premier

positif tel que :

5 o |
théoréme de Gauss 31| @+

5) Montrons que pour tout 7 de N, si n= 1[30] alors a.x+ 31y = | n’admet |
pas de solutions dans N :

Soit n € N; telque: n=1[30];donc: Gke N);n=1+30k |
Dol : a4, = a4 ; d'ol : 31 divise par a, (d"aprés la question 4) I
Si a.x+ 31y =1 admet une solution (x;y) alors: 31|a, et 31|31y

D'oti: 31|a,x +31y; donc: 31|1 ce quiest absurde. [
Donc : (Vvne N); si n=1[30] alors 'équation a.x + 31y = 1 n‘admet ps

de solution dans N?.
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feYas BAC 2013 (session normale) :

l)a)Soit n € N"—{1}; n vérifie la propriété (R) :

'Montrons que : 3"—2"= 0| p]

na:3"—2"=0[n], donc: n divise 3" — 2"; et comme p divise n donc p
divise 3" —2";

Doi: 3" —2"=0[p]

Méthode 2:

na:3"—2"=0|[n];donc: Ik € Z;telque: 3" — 2" = nk

Doi: 3"— 2" = pk'k (car p|n d'ou: 3k’ €Z;n=k'p)

hinsi: 3" — 2" = p(k”) ot k" = ki’

donc: 3" — 2" = 0[p]

'Déduisons que p = 5,ona p est premier.

0Si p=2 alors -3 —2"=0lp] ; dou : 32=0[2] (car 2 =0 [2];
1eN={1})

tinsi: 1 = 0[2] ce qui est impossible.

Sip=3

Nors: 3"—2"= 0[3] d’ott —2"=0[3] (car 3"—2"=0[3] et 3"=0[3])
Yoii: 2" = 0[3]; ainsi : 3|2"; d’oti : 3|2 ce qui est absurde.

Donc: p # 3

Onadonc p est un nombre premier positifet p#2 et p#3;dotu: p=5
o)Montrons que : 2° ' = 1[pl et 37" = 1| p]

Ona: p est un nombre premier et p ne divise pas 3 et nedivisepas2 (p = 5).
Daprés le théoréme de Fermat 2 ' = 1[p| et 3"' = 1| p]

| Montrons qu’il existe un couple (a;b) € Z* tel que : an—b(p—1)= 1
test-a-dire; montrons que nA(p—1)=1

far labsurde :

Supposons que n et p — | ne sont pas premiers entre eux.

dors: n et p— 1 admettent un diviseur commun premier ¢ tel que : ¢g|n et
dp—1

bha:g=p—1<p

Dol : n admet un diviseur strictement positif plus petit que p ce qui est absurde.
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Donc: n et p— 1 sont premiers entre eux, d’apres le théoréme de Bezout:
(Ia;b) € 77) ;telque: an—b(p—1)=1
d) Montrons qu’il existe un entier naturel k tel que: nr=1+k(p—1)
=(p— “+
Qs {:E%?;Og(j(;)“l
Donc: an = ng(p—1)+nr
Dautrepart: an=1+b(p—1);donc: ng(p—1)+nr=1+b(p—1)
Dot: nr=1+b(p—1)—ng(p—1)
nr=(p—1)b—ng)+1
Le nombre b — ng est un entier, montrons gu’il est positif.
nr=1+(p—1)Xk ol k=b—ng
eSi k=0 alors: nr=1;donc: n =1 ce qui est absurde.
°eSik<0Oalors: b—ng < 0;dol: b—ng<—1;
dou: (b—ng)p—1)<1-p
Doti: (b—ng)p—1)+1<2—p;dot: nr<2-p
or p=z5donc: 2—p < 0;dou: nr< 0 cequiest absurde, car r = 0
etn=2
Par conséquent : b— ng = k est un entier naturel, eton a:
nr=1+k(p—1)
2) Déduisons qu’il n’existe aucun entier naturel n supérieur a 1 qui vérifiels
propriété (R) :
Supposons qu'il existe un entier naturel n tel que : 3“ = 2" [n]
Donc: A(r;k)e N*;rn=1+k(p—1) ou p estle plus petit diviseur premi
denetp=5
Par suite : 3" = 2" [p]
Clest-3-dire : 3'™7) = g!+He=0[ p]
Plot : 33 =2 x(2r ) [p]
Ainsi: 3X 1*=2X1*[p] |
Par conséquent : 3 =2[p] (car 27 ' = 1[p] et 3*' = 1[p])
Donc: p|1 ce qui est absurde. ‘

Ainsi : il n’existe pas d’entier nstrictement supérieur a 1 vérifiant (R).
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oY ss BAC2012 (session normale) :

1)a) Déterminons 195 A 143

Ona: 195=143+52 ;143 =2X52+39;52=1X39+13
et39=3X13+0

Dong, le dernier reste non nul est 13: ainsi: 195 A 143 = 13

Info:

Dans 7*, 'équation (E) ax -+ by = ¢ admet des solutions si et seulement
si(anb)/c

Ona: 143 A 195 = 13 et 13/52 ; donc I"équation admet des solutions dans Z’
b) Résolvons dans Z° ; I'équation (F)
Soit (x;y) € Z7 solution de (E)
Ona: 143x — 195y = 52
Endivisant par 13 ;ona: llx— 15y =4
Ona: j1x—15y =4 & 1lx— 15y = 11 x(=1)—15(-1)
o 11(x+1)=15(y+1)

ftcomme 11 A 15 =1, alors d’aprés le théoréme de Gauss ; on a: 15/x + 1

(E) =Gk e Z){ll(x+ 1)=15(y+1)

x+ 1= 15k

oGk enfc =I5t
11(15k) = 15(y+ 1)

y=11k—1

Donc: L’ensemble des solutions de I'équation (E)
st S={(=1+ 15— 1+ 11k)/keZ}
2)Soit n€ N™ et nAS5 =1 ; montrons que n* = 1|5] pour tout k de N
Ona nAS5 =1 et5 est un nombre premier, d’aprés le théoréme de Fermat:
n'=1[5]
Sit ke N ;ona: (n') = 1*[5] ; dot n* = 1[5]
3)a) Soit x et y deux éléments de N” tels que: x = y[4]
Ona: x=y[4]le IkeZ;x=y+4k
edkeN;x=y+4kou y=x+4k
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-Soit n € N tel que: nA 5 = 1.Supposons que x=y+ 4k
Ainsi n* = n'"* = n" X n™ ; et puisque n* = 1[5] car nA5=1
Alors n* = n’[5]

e Le résultat est le mémesi y=x+4k ;ou ke N

-Si nAS5 # 1 alors5divise n donc: n* =0 et v’ = 0|5],
dou: n*=n’[5]

Dans tous les cas: n* =n’[5]

Par conséquent (Va € N') ; n* = n’[5]

b) e Déduction: Soit (x;y) € (N°) : et n € N' ; montrons que n* = n’[10]
Info:

Si p estpremieret p|ab alors: plaou p|b

Donc: (VkeN') ; pla*=aX..Xa=pla ou.......ou p|adonc pla

Soit (x;y)e(N') et ne N’
On a: n* =n’[2] ; car n* et n' ont la méme parité et n*=n’|5]| (d’aprésh
question précédente)
Dot 2/(n*—n*) et 5/(n*—y’) etcomme 2AS5=1,alors: 2 X 5/(n*—n),
d'oti 10/(n*—n’); donc: n*—n'= 0[10] ;ainsi: a*=nr’[10]
4) Montrons p* et n’ ont le méme chiffre des unités dans le systéme de
numération décimal.
Soit (x;y) € (N') tel que (x;y) est solution de (E)
Dans (GkeN') ; x=—1+ 15k et y=—1+ 11k
Ona x—y= 4k ;d'ou x=y[4]
D’aprés la question 3) b) ; n* = n’[10] (car x = y[4])
Donc n" et n” ont le méme chiffre d’unités dans le systeme de m.tméra'cionI
décimale.
Exercice 417 BAC 2012 (session rattrapage) :
1) a) Montfons que 503 est un nombre premier. |

On a: 503 ~ 22,428 et les nombres premiers positifs inférieurs a 4503 |
sont 2;3:5;7;11;13;17;19 |
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Onvérifie aisément qu’aucun de ces nombres ne divise 503

Donc 503 est un nombre premier.

bMontrons que 7°% = 1[503] et que 7°™ = 1[503]

lenombre 503 est premier et ne divise pas 7,

faprés le théoréme de Fermat: 7' = 1[503].

o 7°%=1[503]

donc:  (7°%)' = 1[503]

linsi: 7% = 1[503]

J)a) Résolvons dans Z* I"équation (E): 49x — 6y = 1

it (x;y) € Z* tel que: {49"‘_ 6y =1 (£)
49X 1 —6%X8=1

& 49(x—1)=6(y—8) ;
@{49(x— 1)=6(y—8) (dapresGéuss 6A49=1)

6/49(x— 1)
o {6/3:— 1
49(x—1)=6(y—8)
ﬁ{x-1=6k;keZ
49 X 6k = 6(y—8)
@{x=1+6k keZ
y=8+49k
donc § = {(1 +6k;8 +49k); k € Z}
JaSot N= 1+ T+ 7+ ...+ 72
Hontrons que (7°*;NV) est une solution de I'équation (E)
na: N=14+7+T74+ .. +7 = ?;"”"_—_l_l_ sdonc: 6N =T7*%—1 (1)
Yautre part; 49 X 7% = 7%°%
ol: 6V = 49 X 77 — ]
lisi 6N —49 X 77 =— |
lonc; 49 X 7***—6N = 1
hinsi (7°°*; N) est une solution de I'équation (£).
JMontrons que N=0[4] et N= 0[503]
na: 7==1[8] ; donc 7°*=1[8] et —6=2]8]
donc:: 7% —6N=1+2N [8]
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Or: 7% —6N=1 ;donc 1+2N=1 [8]

Ainsi: 2N =0 [8] donc 2N =8k ;avec ke N.Donc: N=0[4]
eOna: 7" = 1[503] (daprés1)b)et 7" —6N =1

Donc: 7™ —6N = 1[503]

D'ou: | —6N =1 [503]. Ainsi 6N = 0[503] et comme 6 A 503 = 1
Donc N =0][503]

c) Déduisons que N est divisible par 2012

Ona N=0[4] et N=0[503] et 4A503 = 1|

N = 0[4 x 503] C’est-a-dire N = 0[2012]

Autre écriture: I‘“N

1503/N =4 X503/N
503A4 =1
=2012/N
Info:
~ [a=b[n]
i et mAn=1,alors: a=b|[mn]
a=b[m]

BAC 2011 (session normale) :

Exercice £:1 3

1) Montrons que N est divisible par 11

Ona: N=11.....1 = 11511 %1074 11 X104+ .o 11X 107
e

2010 fois

= 1101 * 10*4+ 10"+ ..... +102%)
Donc N est divisible par 11

Méthode 2:
Ona: N=11—-11

210 fois
=3 1 o8 U, 80 o B (O St ol (O €
l S -!020}0 1020": N l

~ =100 9
) __1_92(”0_1_
Donc: N= 9

Ainsi: 9N = 10" -1
Ona: 10=—1 [11]
Dlou: 10*°=(=1y" [11]
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Prsuite: 10" —1=0 [11]

lonc ON=0 [11]et9A11=1.Dou: N=0 [I1]
Méthode 3:

ltiliser le critére de divisibilité de N par 11.

)Ja) » Vérifions que 2011 est un nombre premier.

Ona: 1/207 ~ 44.8

lesnombres premiers positifs inférieur a J2011

sont; 2;3;5:7;11;13;17;19;23;29;31;37;41 et 43

etaucun d’entre eux ne divise 2011, donc: 2011 est premier.
+Montrons que 10*""— 1 = 9N (Voir méthode 2) de la question 1
Ona: 9N = 10*°— 1

b) Montrons que 2011 divise 9N

2011 est premieret 2011 A 10 = 1

Donc d’aprés Fermat 10™"° = 1 [2011]

Dot: 10— 1 = 0[2011]

Ainsi: ON = 0[2011]

Conclusion: 2011 divise 9N

¢} Déduisons que 2011 divise N

Ona: 2011/9N et 2011 A9 =1 car 2011 est premier
D'aprés le théoreme de Gauss 2011/N

Ainsi 2011 divise N

3)Montrons que N est divisible par 22121

Ona: 11/N et 2011/N ;et 11 A2011 =1.Dou 11 X2011/N
Par conséquent 22121 divise N .

IM® BAC 2011 (session rattrapage) :
1)Soit x € N tel que: 10 =2[19]

a) Vérifions que 10" =1 [19]

Ona: 10°=2[19],donc 10 X 10* = 10X 2[19]
Ainsi: 105" =1 [19] (car 20=1 [19])

b) Montrons que 10" = 1[19]

Ona 19 est premieret 10A 19 = 1
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D’apreés le théoréme de Fermat 10" = 1[19], cest-a-dire: 10* =1 [19]
2)a) Soit d=18A(x+1) Al

Montrons que 10‘=1 [19]

Ona:d=18A(x+1)

Donc: u;v)EZ ; d=18u+(x+1)v avec u et v ne sont pas de méme
signe. (Raisonner par I'absurde, en distinguant deux cas: casl: u > O et v> ()
etcas2: u <0 etv<0)

Ainsiil existe:’ eNetv eN /d=— 184 +(x+ 1)V

ou d= 184" —(x+1)v'. Dotz 10*"™ = 10%*"

Ainsi 104 % (10") = 10"y [19] ; or (10"%) = 1[19] (10**') = 1[19]

(a vérifier). Donc 107 = 1[19]
b) Montrons d = 18

Ona: d/18 ,donc d €{1,2,3,6,9,8} et 10°= 1[19]

On veérifie que: -

10"=10[19] ; * "det=1219]: : 10*=18[io]

10°=5[19] ; 10°=13[19] ; 10®=1[19]

Donc: d =18

c) Déduisons que x = 17[18]

Ona: 18 =18A(x+1) ,donc: 18/x+ 1 ;dou x+1=0[18]
Ainsi x=—1[18] , d'ot: x=17[18]

ST YgRy BAC 2010 (session normale) :

1) Déterminons les entiers naturels m tels que: m*>+1 = 0[5]
Méthode 1: m*+1=0[5]<5/m*+ 1

On a {Sfml +1 ,donc: 5/m*—4

Ainsic 3 Tit—2)(m +2)

Et puisque 5 est premier, alors 5/m — 2 ou 5/m + 2

Ainsi: 5/m—2 ou 5/m+2—5

Donc: m=2[5] ou m=3][5]

Méthode 2:

On commence par déterminer le tableau de congruence modulo 5
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m

il

6 [1-z |34
mi= |0 |1 (4 [4]1
w+1=|1 (2 [0 [0]2
Ainsi m*+ 1 = 0[5] m = 2[5] ou m= 3[5]
em=2+5k oum=3+5k;(keN)
)YSoit peN ; p=3+4k ; ke N et p estpremier
a) Vérifier que (n%) '* =—1[p]
ona: ’+1=0[p] ;donc n’=—1[p]
Ainsi (n?)'* =(=1)"* [p]. Dot: (n*)*"' =— 1[p] (car 1+ 2k estimpair)
b) Montrons que les nombres n et p sont premiers entre eux
Méthode 1:

Onan’=—1[p] , donc p ne divise pas n’ et par suite p ne divise pas p car

petpremierd'ou: pAn =1
Méthode 2:
Ona: '+ 1=0[plap|n*+1
=@keZxn’+1=pk
= Awv)E L flup+vn=1
wu=ketv=—n
Donc d'apres le théoréme de BEZOUT, ona: nAp = 1
¢) Déduction:
Ona: nAp =1 etp premier, dapres le théoreme de FERMAT;
ona: n”' = 1[p]
Puisque: p = 3 + 4kalors: n*** = 1] p|; cest-a-dire: (n*)'"* = 1 p]
d) Montrons qu'’il nexiste pas un nombre entier naturel n qui vérifie:
f+1=0[p]
Supposons (IneN) ; n*+1=0 [p]
Ona: (n*)'* =—1[p] etona (»*)*"' = 1] p]
Donc: —1=1[p] doti: 2=0[p]
Ainsi: p|2 ce qu’est absurde, (car p = 4k +3)
Par suite: 1l n’existe pas un nombre entier naturel n qui vérifie:
r+1=0][p]
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) Dénombrement (Analyse combinatoire)

Soit £ une expérience nécessitant k choix.
Si le premier choix se fait de n, facons différentes et le deuxi@me choixse
fait de n, fagons différentes,... et le k™ choix de fait n: fagons différentes
alors le nombre de résultats possibles est le produit : m X nm X ... X .
Al, nlet C?
Soit n et p deux entiers naturels non nuls. :
» Le nombre d’arrangements avec répétition de p éléments choisis parm
n est: n”
® Le nombre d’arrangements sans répétition de p éléments choisis parmi
oul<p<n,est; nX(n—1)xX(n—2)X..(n—p+1)
Cenombreestnoté A/, etona: Al =nX(n—1)x(n—2)X..X(n—p+ll
Le nombre de permutations de n éléments est le nombre d’ arrangem
sans répétition de n éléments choisis parmi n : A =nX(n—1)X..X
Le produit : nX(n—1)X(n—2)X..X2X 1 est noté n! et se lit «facto
rielle n». Onadonc: A = nl.
Par convention,onpose: 0! =l et 1! = 1

.'-g.

® Le nombre de combinaisons de p éléments choisis parmi n est:
2

Ce nombre est noté C/,etona: C) = ’;'; .

“Conséquences™ ]
Pour tout entier naturel non nul #, et pour tout entier naturel p tel ques
0<p=<n,ona:

3 pm_n!___ = : ,,=___!‘IJ_
Cn p|x(n_p)| (p:léo)!An (n_p)’
o CHl=Cr+cy «Cr=Crt

Calcul de probabilités



o C.=n «Cy'=n

e Cl= « V=1

(V(a;b) € R*)i(vh e N');(a+b) = iC,{'a“”’b"
p=0

|
| Exercices d’application

! 1 i _

‘ Unsac contient 3 boules blanches, deux boules noires et une boule rouge.
1)On tire successivement et avec remise 3 boules du sac.

3) Quel est le nombre de résultats possibles?

b) Quel est le nombre de résultats contenant 3 boules de méme couleur?

¢ Quel est le nombre de résultats contenant une boule de chaque couleur?
1) On tire maintenant successivement et sans remise 3 boules du sac.
fépondre aux questions précédentes.

3)On tire maintenant simultanément 3 boules du sac.

Répondre aux questions précédentes.

4) On tire maintenant successivement et sans remise toutes les boules du
sac.

3) Quel est le nombre de résultats possibles?

b) Quel est le nombre de résultats ou une boule noire apparait pour la
premiére fois au deuxiéme tirage?

Eercice £3

Montrer que : (Yn € N“);ZC‘iQ‘ (=2y*=7"—(=2)
k=1

[Bercice &35

Soit n un entier naturel non nul.

Calculer :

. a1
) ).C 2) D.Cr'x ol xER’

=1
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| Exercice /8
1) Montrer que : (V(m;p) € (N'Y);  p<n;pC!=nC|

2) En déduire que : Z pCix’'=n(x+1)"' ol x est un réel non nul.
r=1

L Solutions
[Exercice 41 \

Le sac contient 3 boules blanches, deux boules noires et une boule rouge. le
nombre total de boules dans le sac est 6.

1) On tire successivement et avec remise 3 boules du sac.

1) a) On tire successivement et avec remise 3 boules du sa, donc chaque
tirage est un arrangement avec répétition de 3 éléments choisis parmi 6. Le
nombre de résultats (tirages) possibles est donc le nombre d’arrangements
avec répétition de 3 éléments choisis parmi 6 soit : 6° = 216.

b) Pour obtenir 3 boules de méme couleur, il faut :

e Tirer 3 boules blanches parmi 3; le nombre de choix est 3° = 27

ou

e Tirer 3 boules noires (bien que dans le sac il n'y ait que 2 boules noires); le
nombre de choix est 2° = 8

ou

e Tirer 3 boules rouges (bien que dans le sac il n’y a gu’une seule boule rouge);
le nombre de choix est 1° = |

Donc le nombre de résultats (tirages) permettant d’obtenir 3 boules de méme
couleurest: 27+ 8+ 1 =36

¢) Le nombre de résultats (tirages) contenant 3 boules de couleurs différentes
deux a deux (une boule de chaque couleur) est : (3' X 2' X 1')3! = 36

(Le nombre 3! = 6 est le coefficient de I'ordre des couleurs : NRB ou NBR ou
RNB ou RNB ou BRN ou BNR).

2) a) On tire successivement et sans remise 3 boules du sac, donc chaque tirage

(résultat) est un arrangement sans répétition de 3 éléments choisis parmi 6;
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donc le nombre de résultats (tirages) possible est le nombre d’arrangements
sans répétition de 3 éléments choisis parmi 6; soit : A; = 120.

b)Obtenir 3 boules de méme couleur dans ce cas c’est obtenir 3 boules blanches
(car le tirage est sans remise et le nombre de boules noires est strictement
inférieur 2 3 de méme pour les rouges); donc le nombre de résultats (tirages)
dont les 3 boules sont de méme couleur, est le nombre de tirages contenant 3
boules blanches, soit: A3 = 3! =6.

) Le nombre de résultats (tirages) de 3 boules de couleurs deux a deux
différentes (une boule de chaque couleur) est : (Al X A} X A}) X 3! = 36
(lenombre 3! = 6 est le coefficient de I'ordre des couleurs : NRB ou NBR ou
RNB ou RNB ou BRN ou BNR).

3)a) On tire simultanément 3 boules du sac, donc chaque tirage (résultats) est
une combinaison de 3 éléments choisis parmi 6. Donc le nombre de tirages
possibles est le nombre de combinaisons de 3 éléments choisis parmi 6; soit :
Ce=20

b) Dans ce cas aussi le nombre de tirages de 3 boules de méme couleur est
lenombre de tirages de 3 boules blanches (parmi 3) c’est donc le nombre de
combinaisons de 3 éléments choisis parmi 3 soit: C; = 1

t) Le nombre de résultats (tirages) de 3 boules de couleurs différentes deux a
deux (une boule de chaque couleur) est: C3 X (3 X C} = 6

[Remarquer que dans ce cas pas de coefficient de l'ordre des couleurs car le
tirage des 3 boules se fait en méme temps).

4) a) On tire successivement et sans remise toutes les boules du sac, donc
thaque tirage (résultat) est une permutation de 6 éléments, donc le nombre
de tirages (résultats) possibles est le nombre de permutation de 6 éléments
soit : 6! = 720.

b) Pour obtenir une boule noire pour la premiére fois au 2iéme tirage, il faut :
. Tirer une boule non noire (parmi 4) au premier tirage, puis tirer une boule
| noire (parmi 2) au 2iéme tirage, puis tirer les 4 boules restantes.

lenombre de tirages dans ce casest: A; X A} X 41 = 192
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Exercice &5

Montrons que : (Vn € f\I');Z*:C,’Eqk (=2)y*=71"—(=2)

SOit HEN.; " v "

200 -ar = > Ciot(a = (aF
=(9—2)~(—-2)
=7"—(=2)

Donc: (Ve N’); ZC,*,Q*(—Z)"'* =7"=(=2)

k=1

Exercice {&7

Soit ne N ;
1) Calculons ZC’,{’:

p=l
"

¥et-Yeoc
r=1

p=0

=YX —

p=0
=(1+1)-1
=2"—1

Donc : iC.’.’= 25 =il

=1
I ntl

2) Calculons ZC,‘,"'x”"' xeR:

P=1

Soit xe R,

iC.ﬂ"'x" = iCﬁ e
k=0

p=1
=l
ntl

Donc: (Vx e R )(Vn € N);ZC,’.’"‘x"'" =(x+1)

p=1

(Exercice 41

1) Montrons que : V(n;p) € (N') ; pCt = nCl~! avec p <n

Soit n et p deux entiers naturels non nulstelsque: p=<n
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pCf:pxp!(nn;p)!
= UpXnX(n—1)
T px(p—1)!x(n—p)!
g (n—1)!
GG ) G0
zncf—_ll

ponc: V(m;p) € (N ; p < m; pClh=nCi-|

1) Déduisons que : Y. pCix’™' = n(x+1)""

it V(ngp) € (N'Y s p<n

L
Drctit = Snctiz
7= P=1
=1

=ny Chix'
k=0

=n(x+1)"'
donc: (V(m;p) € (N Ysp <n); Z pCix = n(x+1)"

p=1

neévenement - Probabilité d’un événemen

"} Stabilité de la fréquence d’u
\J1/

1) Probabilité d’un événement : W
< Définition ™

Soit Q l'univers d’une expérience aléatoire.
o Lorsque la fréquence d’un événement élémentaire {@.} se stabilise en
une valeur p;, on dit que la probabilité de 'événement {@:} est p; et on
note : p{wi}) = pi
s Pour tout événement A = {@;;@:;...;®;} inclus dans Q, la probabilité de
A est la somme des pirobabilités des événements élémentaires qui le com-
pose: p(A)=p+p+..+p

< Propriétés ™

Soit Q I'univers d’une expérience aléatoire.
* p(Q) =1 * plé)=0
e Pour tout événement A, 0 Sp(A) =

»Si A et B sont deux événements incompatibles (ANB = ¢), alors :
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p(AUB)=p(A)+p(B)
* Pour tout événement A,ona: p(A)=1—p(A) (ol A estI'événement
contraire de I'’événement A).
e Pour tout événement A et B,ona:

p(AUB) = p(A)+ p(B)—p(AnB)
e "événement A N B est réalisé si les deux événements A et B sont vérifiés
e 'événement AU B est réalisé si au moins I'un des événements A et §

est réalisé.

Soit Q l'univers d’une expérience aléatoire.

Lorsque toutes les éventualités élémentaires ont la méme probabilité, on
dit que la probabilité est uniforme; on dit aussi qu’on est dans le cas de
I'équiprobabilité.

Dans ce cas, la probabilité d’un événement A est: p(A) = g—%

Exercices d’application
Soit A et B deux événements associés a une méme expérience aléatoire tels
que: p(A)=J2— : p(B)=% et p(ANB)= 1%

1) Calculer: p(AUB) et p(A).

2) a) Vérifierque: ANB=AUB

b) En déduire que : p(AUB) puis p(ANB).
| Exercice 43

On considére un dé cubique numéroté de 1 a 6 tel que :

p({1})=p({2}) = 2p({3}) = 3p({4}) = p({5}) = p({6})

1) Calculer la probabilité d’apparition de chaque face.

2) Calculer la probabilité de I'événement A: «Obtenir un numéro pair».

7
On considére un dé cubique numéroté de 1 a 6 tel que la probabilité (.
d’apparition de chaque face est proportionnelle au numéro porté

par cette face.
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| Calculer p({i}) pourtout 1 <i<6.
}| Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
{:«Obtenir un nombre impair».

}: «Obtenir un nombre premier».

Gy 8 (Ecriture braille)
louis Braille (1809-1852) a découvert un systéme d’écriture tactile a points
ailants a 'usage des personnes aveugles.

(haque caractére de ce systéeme est formé par un a six points en reliefs
eprésenté dans une matrice de six points sur deux colonnes.

tremples :
@ @ ® ® @ @
® ©
©
() @

1)a) Déterminer le nombre de caractéres représentés par un point.

b} Déterminer le nombre de caractéres représentés par deux points
exactement.

J) Quel le nombre de caractéres distincts possible que I'on peut écrire avec
e systéeme?

3] On choisi au hasard un caractere de systéme. (Tous les caractéres ont la
méme probabilité d’étre choisi).

(alculer la probabilité de I'événement :

4:«Ce caractére est formé d’au moins 4 points».

Erercice &)

Une fourmi se déplace d’une fagon aléatoire sur une grille a partir du point
A pour arriver au point B. Le déplacement de cette fourni ne peut se faire
que : soit vers le haut, soit vers la droite (mais ni vers la gauche ni vers le bas).

(Voir figure)
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A c

1) Quel est le nombre de chemins possibles pour aller de A et B?
2) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

E, : «Le chemin de la fourmi passe par C »

E, . «Le chemin de la fourmi passe par £ »

Ey: «Le chemin de la fourmi passe par les points £ et F'»

E.: «Le chemin de la fourmi passe par les points £ et C ».

Exercice 411
On considére I'ensemble Q ={1;2;3;4:5;6}
Soit a et b deux éléments de Q.
1) a) Quelles sont les solutions de 'équation (E) : (2x—a)(4x —b)=0?

b) Quelles sont les valeurs de a et b de Q pour lesquelles I'équation (E)
admet deux solutions entiéres naturelles?

2) On lance deux dés (un rouge et un bleu) équilibrés (non pipés).
a et b sont les numéros donnés par les deux dés (respectivement).

a) Quelle est la probabilité que I'équation () associés a ce lancer, admette
deux solutions entiéres naturelles?

b) En déduire la probabilité que I'équation (%) admette au moins une solution
n‘appartenant pasa N.

EEEEYA1 (Type de tirages)

528

Une urne contient 6 boules blanches, 3 boules rouges et une boule noire.
Les boules sont indiscernables au toucher.

1) On tire, au hasard, successivement et avec remise 5 boules de I'urne.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

A : «Obtenir 5 boules rouges».
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B: «Obtenir 5 boules de méme couleur».

{': «Obtenir au moins une boule rouge».

I): «Obtenir au plus une boule rouge».

L: «Obtenir une boule noire, deux boules rouges et deux boules blanches».

1) On tire maintenant (aprés avoir remi routes les boules tirées dans 'urne)
auhasard successivement et sans remise 5 boules de l'urne.

(alculer la probabilité de chacun des événements A, B, C, D et E.

3) Lurne contient les 10 boules initiales, on tire maintenant au hasard
simultanément 5 boules de 'urne.

(alculer la probabilité des événements A, B, C, D et E.

(EERY 12
Une urne contient n boules (n=>9 et n est un multiple de 3) numérotées
telles que :

'Le tiere de ces boules porte le n°1.
'Un autre tiére de ces boules porte le n°2.
s e reste porte le n°3.

On tire, au hasard, successivement et sans remise deux boules de 'urne. Les
boules sont indiscernables au toucher.

1) Calculer, en fonction de 1, la probabilité de I'événement :
1: «Obtenir deux boules portant le méme numéro».
)| Calculer, en fonction de n, la probabilité de I'événement :

#:«La somme des nombres obtenus est un nombre impair».

Erercice &E}

Unsac contient 100 jetons. Certains sont rouges, d’autres sont bleus.

(ertains jetons portent le n°0 et d’autres le n®1 selon la représentation donnée
par le tableau suivant :

Jetons bleus = letons rouges
Jetons n°0 12 48
leton n°l 24 16

les jetons sont indiscernables au toucher.
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1) On tire, au hasard, un jeton de ce sac.

a) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

B: «Le jeton tiré est bleu».

R: «Le jeton tiré est rouge».

C': «Le jeton tiré porte le n°1».

D «Le jeton tiré est bleu et porte le numéro 1».

b) Le jeton tiré est bleu. Quelle est la probabilité qu’il porte le n°1?

2) On tire maintenant, au hasard, successivement et sans remise 3 jetons du
sac.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
E : «La somme des nombres portés par les jetons tirés est un nombre pair».
F : «Obtenir au moins un jeton rouge».

G : «Obtenir un seul jeton rouge et un seul jeton portant le n®1».

S Solutions
)

[Exercice 43
p(A) = T’IZ ; p(B)= ,27 et p(ANB) = ,1;34_
1) » Calculons p(AUB):

Ona: p(AUB)=p(A)+p(B)—p(AnB)
2 3 4
7 S U Wi

Donc: p(AUB) =
e Calculons p(A):
p(A)=1-p(A)=1-5=7
Donc: p(A)= %

2) a) Vérifionsque: ANB=AUB
Soit x € Q ol Q est 'univers.
xEANB=x&(ANB)

—=x$EAoux<EB
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—xEAoUux€ERB
—=xEAUB
Donc: ANB=AUB
b)  Déduisons p(AUB):
Ona: p(AUB)=p(ANB)
=1-p(ANnB)
3

14

b
—_—

Il
—
PhI

Donc: p(AUB) = }4

| _

» Déduisons p(ANB):
ona: p(AUB)=p(A)+p(B)—p(ANB)
donc: p(ANB)=p(A)+p(B)—p(AUB)

28
7
S
Donc : p(AUB)—7
Remarque :

On peut montrer (comme dans 2)a)) que: ANB=AUB

Donc: p(ANB)=p(AUB)=1—-p(AUB)

FEERY 6 (Dé pipé)
1) Calculons la probabilité d’apparition chague face:
Ona: Q = {1;2:3;4;5:6} I'univers associé au lancer de ce dé.
bonc: p({1}) +p({2}) +p{3}) +p({4}) +p({5}) + p({6}) = 1
omme : p({2}) = p({5}) = p({6}) = p({1})

p({3}) = 5p({1})

p{ad) =1p{1})
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Alors : -2—69-,0({1}) =1

Dot : p({1}) =5

Donc:e p({1})=p({2})=p({5}) = p({6}) = hi%
e 3D =55
WICHES S

2) Calculons p(A):

A «est 'événement d’obtenir un nombre pair»

Ona: A=1{2:4;6}

Donc: p(A) = p({2}) + p({4}) + p({6})

D e 2 e
=29 t26 1720
_ 14

29

Attention !
Ne pas faire ce raisonnement :

A ={2;4;6} donc: CardA =3 or CardQ =6

Donc: p(A)= %Cﬂf!;;% e % :é_

Ceci n’est pas valable car il n’y a pas équiprobabilité dans ce cas (le dé n’est pis

équilibré p({1}) # p({3})).

(Exercice & MUT )

532

1) Calculons p({i}) pourtout | <i<6

Onnote: pi=p({i})
Puisque la probabilité d’apparition de chaque face est proportionnelle a

numeéro porté par cette face, alors : s

P PPy Py Pa o Ps ;pi

e v e e e ey

S 2 gy oS 2 R 2L S R o5
Or: 2 pi=lidonc: =5 =F=p=lg=g=ngr
" 3 | 4 5
Diou s pits e ofs B = o = P S Br o

6 2
etpr.=21'-’7
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)) » Calculons p(A):
A: «Obtenir un nombre impair»
ona: A={1;3;5}

ponc: P(A)=pi+ps "‘Ps
55
71“*“5“

Il I
| F@‘I@ w]_

I

Dotz p(A) ==

»Calculons p(B):

B: «Obtenir un nombre premier»
Ona: B={2;3;5}

ponc: p(B) = p2+ps + ps

g =y o 5
21 21 21
=_1_0_

21
=3
=

Dol ; p(B)—?lzg

{ERE¥ g (Ecriture Braille)

1)a) Déterminons le nombre de caractéres représentés par un point :

(haque caractére représenté par un point est une combinaison d’un élément

choisit parmi 6.

Donc le nombre total de ces caractéres est : C; =
places possibles pour placer un point sur une matrice).

6. (Cela correspond au 6

b) Déterminons le nombre de caractéres représentés par 2 points :

(haque caractére représenté par deux points est une combinaison de deux
séments choisis parmi 6, donc le nombre total de ces caracteresest: C: = 15.

}) Déterminons le nombre total de caractéres que l'on peut écrire avec ce

systeme :

Calcul de probabilités |
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Chaque caractere de ce systeme est formé d’au moins un point choisi parmi 6.
Le nombre de caractére formés de k points distincts (1 < k < 6) est: C;.
[

Donc le nombre de caractéres de ce systéme est : ZC& .

. . 1
dcE=YcE-1
k1 =0
=2°—1
=63
Le nombre total de caracteres du ce systéme est 63.
On choisi au hasard un caractere de ce systéme.
3) Calculons p(A):
ou A est 'événement «le caractére est formé d’au moins 4 points»
Ona: CardA = C¢+Co+Cs =22
CardQ = 63 (d’apres la question 2)

Donc: p(A) = %—% (car il y a équiprobabilité).

9 (Déplacement d’une fourmi)

534

1) Déterminons le nombre de chemins possibles :
On désigne par :
e D: un déplacement de la fourmi vers la droite
(1 déplacement = passage d’un noeud au noeud le plus proche)
e H :un déplacement de la fourmi vers le haut.

Tout chemin, de la fourmi, pour passer du point A au point B est formédes
déplacements :

* 3 fois D (le nombre de ces choix est C3)

* 2 fois H (le nombre de ces choix est C3)
Exemples de ces chemins : (D;H;D; H;H);( H; H; D;H;D); ...
Donc le nombre de chemins possible est : C: X C; = 10.
2) Calculons p(Ex) pour 1 £ K < 4:

* E, ={(D; D;H;H;D),(D; D; H; D; H);( D; D; D; H; H) }
Donc : CardE, = 3 or CardQ = 10 (d’aprés la question 1).
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Donc: p(E )= 1% (car il y a équiprobabilité).
Remarque :

On peut calculer Card E, sans exploiter ces éléments :
Pour passer par le point C venantde A, il faut :

* 2 déplacements a droite : (1 seul choix)

s une fois en C, il faut effectuer 1 déplacement a droite a choisir parmi les 3
restant : (Le nombre de ces choix est : Ci = 3).

(Aprés avoir choisi ce dernier déplacement a droite les 2 autres déplacements
vers le haut sont fixés; 1 seul choix).

(On peut aussi choisir d'abord les 2 déplacements vers le haut a effectuer une
foisen C (parmi 3) : Le nombre de ces choix est : C; = 3); apreés ce choix, le
déplacement vers la droite est fixé : 1 seul choix= 7).
Donc: CardE:=1XCiX1=3
+ |5 : «Le chemin de la fourmi passe par £ »
B, ={(D; H; D; D; H );( D; H; H; D; D);(D; H; D; H; D)

(H:D;D; D; H);(H; D; D; H; D);(H; D; H; D; D) }

Donc: CardE:= 6

Dou: p(E;) = T% = %

' E;: «Le chemin de la fourmi passe par les points E et ' »

k= {(D; H; H; D; D), D; H; D; H; D);(H; D; D; H; D),( H; D; H; D; D) }
Donc : CardE; = 4

2

5

¢ [';: «Le chemin de la fourmi passe par £ et C»

Ona: E.;:E|nE::¢

donc: p(E:)=0

Do : p(Es) “——*l% =

llest donc impossible que la fourmi passe par les points £ et C en un seul
themin.
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Exercice 11

1) a) Déterminons les solutions de I'équation (E)

Soit xeR,(2x—a)4x—b)=0 4=>x=% ou x=—2—

Donc: S = {%,%} (a et b étant deux éléments fixés de Q)

b) Déterminons les valeurs de a et b de Q pour lesquelles E admet deux
solutions entiéres

D’apreés la question 1) % et g sont les solutions de I'équation (E), et puisque
a et b des éléments de Q ={1;2;3;4;5;6}

alors: e % eNo=ae{2;4;6}

cbeNob=4
2) On lance deux dés (un rouge et un bleu)
On considére les événements :
A: «léquation (E) admet deux solutions dans N »
B: «l’équation (E) admet au moins une solution n"appartenant pas 3 N »
a) Calculons p(A):
D’apreés la question 1)b) 'événement A est réalisé si a € {2;4;6} et b =4,
Les deux dés sont équilibrés, il y a donc équiprobabilité : chaque nombre de
a 6 a la probabilité d’apparaition égale a %
Donc: p(A) = 2 X% = IL
b) Calculons p(B):
Remarquerque: B=A
Donc: p(B)=1-p(A)= g

BEETY 11 (Types de tirages)
1) On tire, au hasard, successivement et avec remise 5 boules de l'ume
donc chaque tirage est un arrangement avec répétition de 5 éléments choisi

parmi 10, donc : CardQ = 10° (ol Q est I'univers des -
éventualités). 6®B) 3®

* Calculons p(A): Q)

ol A est I'événement «Obtenir 5 boules rouges»
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Tout tirage de 5 boules rouges est un arrangement avec répétition de 5 éléments
parmi 3,

Donc : CardA = 3° = 243

ftant donné que le tirage est au hasard, et que les boules sont indiscernables

au toucher, alors il y a équiprobabilité, Donc: p(A) = %;{% 21?)?

Remarque : On peut aussi calculer p(A) d’une autre fagon :

LAt Dol Tl e
PA)= 15 %15 X 50 % 70 % 10 =(10) = 10°

» Calculons p(B):

ol B est I'événement «Obtenir 5 boules de méme couleur»
Puisque le tirage est avec remise, alors on peut obtenir la méme boule plusieurs
fois. Obtenir 5 boules de méme couleurs, signifie qu’il faut tirer soit :
5 boules blanches (Nombre de choix : 6°).
ou 5 boules rouges (Nombre de choix : 3°).
ou 5 boules noires (Nombre de choix : 1°).

Donc: CardB = 6>+3"+ 1 = 8020

= CardB _ 8020 _ 401
(B)= Gard0 = 10° = 5000 = 00802

s Calculons p(C):

Méthode 1 (utilisation de I'événement contraire)

Iévénement contraire de I'événement C est I'événement C «Ne pas obtenir
de boule rouge»

Ona: p(C)= -?,donc p(C)=1- 1'55 ~ 0,83

Méthode 2:

Obtenir au moins une boule rouge parmi les 5 boules tirées signifie :
-Obtenir une boule rouge et 4 boules non rouge :

Le nombre de ces choix est : Ci X 3' x(10 — 3)'

ol C§ est le coefficient relatif au rang de la boule rouge.

ou

-Obtenir 2 boules rouges et 3 non rouges

Le nombre de ces choix est: C2 X 3’ % (10 —3)’
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ou

- Obtenir 3 boules rouges et 2 non rouges

Le nombre de ces choix est : C3 X 3* X (10 — 3)

ou

- Obtenir 4 boules rouges et 1 non rouge

Le nombre de ces choix est : €4 X 3* X (10 — 3)

ou

- Obtenir 5 boules rouges;

Le nombre de ces choix est : 3’

Donc: CardC=C:X3XT'+CXPXT+CXPXT+CIX3I'XT+7

5
=) CI X3 X7 =283193

p=1

_ CardC _ 83193

D'OU:[)(C)—m— 10’ ~ 0,83

e Calculons p(D):

ou D est I'événement : «Obtenir au plus une boule rouge»

Réaliser I'événement D signifie :

- obtenir une boule rouge et 4 boules non rouge (Le nombre de ces choix est
Cyx3'x7%)

ou

- obtenir 5 boules non rouges; (Le nombre de ces choix est 7°)

Donc: CardD = CiX3' X 7'+ 7° = 52822

D'oli: p(D)= 521?)%2

e Calculons p(E):

=0-53

ou [ est I'événement : «Obtenir 1 boule noire, 2 boules rouges et 2 boules
blanches».
Pour réaliser I'événement 7,

- On tire la boule noire (un seul choix 1' = 1) on choisi le rang de cette boule
noire parmi les cing (le nombre de ces choix est C: = 5).

- On tire deux boules rouges parmi les trois (nombre de choix est 3* =9); o
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thoisi ensuite 2 rangs (parmi les quatre restant), le nombre de ces choix est
(Ci=

-On tire deux boules blanches (parmi 6) (le nombre de ces choix est 67), ces
deux boules vont occuper les deux places (rang) restantes (1 seul choix = C3).
Donc : CardE = (C3 X 1) X (Ci X 3°) X (C3 X 6*) = 9720

b OB 2 910N
Vob: P(E)=Card@ ="10° ~ 2500 - 0-0972

2) On tire maintenant successivement et sans remise 5 boules de 'urne qui
retrouve sa répétition initiale

Dans ce cas, chaque tirage de 5 boules est un arrangement sans répétition
fe 5 éléments parmi 10, donc : CardQ = Aj, = 30240 (ou Q est le nouveau
inivers associé a cette expérience).

+Calculons p(A):

fuisque dans cette question, on tire 5 boules successivement et sans remise,
lznombre de boules rouges dans l'urne n’est que 3, il est donc impossible,
dobtenir 5 boules rouges, donc: A = ¢ et par suite : p(A) = 0.

»Calculons p(B):

Obtenir 5 boules de méme couleur revient a tirer 5 boules blanches (on ne
pas avoir ni 5 boules rouges ni 5 boules noires).

Donc : CardB = As = 720

5
onc : p(B) =~ "33%20 =

+Calculons p(C)'

= A3
Ona: p(C)— As = 112

donc: p{C)=1—p(C)= 17
+Calculons p(D):

Pour réaliser I'événement D, il faut :

-firer une seule boule rouge parmi 3 et 4 boules non rouges parmi 7 (le
tombre de ces tirages est : (Al X A3) X C3).

o C% est le coefficient de I'ordre des couleurs relatif a la position de la boule
fouge.
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- Tirer 5 boules toutes non rouges (Le nombre de ces tirages est A7)

Donc : CardD = C5(Ai X A7) + A7 = 15120
= 15120731

Ao 2
e Calculons p(E):

D’ou : p(D)

CardE = (C} X A}) X (C2 X A?) X (C2 X A?)

7 /

(La noire va (Les 2 rouges
occuper une vont occuper 2
place parmi5)  places parmi 4)

Donc : CardE = 5400

ey D
D'ou: p(E)= ~i%0 = 75'3

3) On tire maintenant simultanément et au hasard 5 boules de 'urne qui

retrouve sa répétition initiale.

Dans ce cas, chaque tirage de 5 boules est une combinaison de 5 éléments
choisi parmi 10,

donc : CardQ = Ci, = 252 (ou Q est 'univers associé a cette expérience).
Dans ce type de tirage, 'ordre n’est pas important, et il n’y pas de répétition.
e Calculons p(A):

Puisque on tire simultanément 5 boules et le nombre de boules rouges est
3, alors (il est impossible de tirer simultanément 5 boules rouges) A est
I'‘événement impossible : p(A) =0

e Calculons p(B):

Avec ce type de tirage et vu que seul le nombre de boules blanches est

supérieur ou égal a 5, alors B est I'événement «Obtenir 5 boules blanchesy.
: _CardB. =G5 6 i)
Donc: p(B)=Corgq = ¢, =252 ~ 42

e Calculons p(C):
C : «Ne pas obtenir de boule rouge»
Ona: CardC = C; =21

Donc: p(C) = ..225,12_ > _112"
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Dou: p(C)=1—p(C)= i—é—
*Calculons p(D):

CardD = (C3 X C3) + C3 = 126
donc: p(D) = %‘25—3 - ~12—
»Calculons p(E):

Ona: CardE = CI X Ci X C; = 45

. =205
et ol = oke Sion

42y (Types de tirages)

On tire successivement et sans remise deux boules de l'urne, donc chaque
firage est un arrangement sans répétition de deux éléments parmi #; donc :
CardQ = A; (ol Q est 'univers associé a cette expérience aléatoire).

le tirage est au hasard, et les boules sont indiscernables, donc il y a
équiprobabilité.

1) Calculons p(A):

A est 'éevénement «Obtenir deux boules portant le méme numéro»,
lenombre de boules portant :

'len®lest: g

slen‘2est: {%; {n est un multiple de 3)
tlen°3 est: g—

Réaliser 'événement A cest :
-Tirer deux boules portant le numéro 1; le nombre de ces tirages est : Az.;.

ou
-Tirer deux boules portant le numéro 2 (Nombre de ces tirages est : Az.g..)
ou
-Tirer deux boules portant le numéro 3 (Nombre de ces tirages est : A:fg.)
3XAy 3x(131--)(%— I) =g

A; n(n—1) 3(n—1)
) Calculons p(B):

donc: p(A) =

B est I'événement : «La somme des nombres obtenus est un nombre
impair».
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On rappelle que la somme de deux entiers naturels est impaire si et seulement
si ces deux nombres ne sont pas de méme parité (un pair et I'autre impair).

Réaliser 'événement B c’est tirer :
- les numéros 1 et 2

ou

- les numéros 2 et 3

Ne pas oublier que l'ordre est trés important dans les tirage avec et sans

remise!
CardB = 2(A'% X A‘.%) + 2(A'g. X A‘.;;)
~ax(3]
4T
Donc: p(B) =" —fﬁ—‘ = 5&(4.*1{ D)

(Exercice /1§

1)
: _ | Jeton bleu | Jeton_ rouge |  Total
| Jetonsn®0 | 12 | 48 | 60
Jetonn°l | 24 | 16 _l_ 40
Total e 36 b pe O g o o 00050 ]

a) * Calculons p(B):
Le sac contient 100 jetons dont 36 sont bleu, donc :
P(B) =155 = 25 = 0,36
(Il y a équiprobabilité car le tirage est au hasard et les jetons sont
indiscernables au toucher).
e Calculons p(R):
Méthode 1:
Ona: R= B (cariln'y a que deux couleurs).
Donc: p(R)=1-p(B)=+%=0,64
Méthode 2:

Le nombre de jetons rouges est 64.
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donc: p(R) = 1%40— = 0,64

» Calculons p(C):
(" est 'événement «Le jeton tiré porte le n°1»

Ona: CardC = 40

Donc: p(C) = _l%% =0.4

+Calculons p(D):

D est 'événement «Le jeton tiré est bleu et porte le n°1»

CardD = 24

Donc: p(D) = 1—20% =(,24

b) Le jeton tiré est bleu, on est donc dans un nouveau univers : I'ensemble des
jetons bleus dont le cardinal est 36.

Parmi les jetons bleus, il y a 24 jetons qui portent le n°1.

Donc la probabilité que le jeton tiré porte le n°1 est : -:‘3% = %

1) On tire maintenant successivement et sans remise 3 jetons du sac.

Donc chaque tirage de 3 jetons est un arrangement sans répétition de 3
éléments choisi parmi 100,

donc : CardQ = Al =970200 (ou € est l'univers associé a cette
expérience).

»Calculons p(E):

ol £ est 'événement «la somme des nombres portés par les jetons tirés est
un nombre pair».

Pour que la somme des nombres portés par les 3 jetons tirés soit paire, il faut
firer :

*1jeton n°0 et 2 jetons n°1 (Le nombre de ces choix est : C} X (Al X A%))
0u

*3jetons n°0 (Le nombre de ces choix est : Ag)

donc: CardE = Cy X (Al X Ad)+ A = 486120

.oy 486120 _ 4051
Dou: p(E) = 970200 ~— 8085

Remarque :
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On peut calculer p(E) en s’aidant d’un arbre de probabilité.

0 :somme =0
9
50 4] |

99

i 0 0:somme =2
' 40 39
i I q
|

60

0.4 rsomme =2

59

98 0
&=

39 |

98

p(E)=(0,6x 39 x 35 )+2x(0,4x 83 x 33 )+ (0,6 x 9 x 32)

e Calculons p(F):
L’événement contraire de I'événement I est I «Ne pas obtenir de jeto
rouge».
p(F)=1-p(F)
_ Ak
Ao
— 368
385
e Calculons p(G):
ol G est I'événement : «Obtenir un seul jeton rouge et un seul jeton n°1»
Réaliser 'événement G c'est tirer :
* Un jeton rouge n°1 et 2 jetons non rouges et numérotés 0. Le nombre de e
tirages est : (Al X Al) X C}
ou
* Un jeton rouge n°0 et un jeton bleu n°1 et un jeton bleu n°0. Le nombre
ces tirages est :
(Al X Al X Al;) X 3! (étant donné que les 3 jetons sont deux & deux distinc
soit par la couleur soit par le numéro, alors le coefficient de I'ordre est le nomb
de permutations de 3 éléments soit 3!).
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Donc : CardG = (Al X Ad) X Ci+(Als X Ak X Al) X 3!
= 89280

89280 _ 248
(G) = 970200 = 2695

“ Définition ™
Soit A et B deux événements associés a une méme expérience aléatoire
telle que : p(A) # 0

la probabilité de I'événement B, sachant que A est réalisé, est le
nombre réel noté p,(B) (ou p(B/A) : ancienne notation) défini par

_ plAnB)
PuB) p(A)
« Conséquence™

Soit Q l'univers associé a une expérience aléatoire.

*Si A et B sont deux événementsde Q (AC Q et Bc Q) tels que :
p(A)# 0 et p(B) #0;

Alors: p(ANB)=p(A)X p,(B) et p(ANB)=p(B) X ps(A)

*Si A et A sont deux événements non vides et incompatibles de Q tels

que : = A UA; (On dit dans ce cas que A, et A, forment une partition
de 'univers Q).

Alors, pour tout événement B de ,0na: B=(BnA)U(BNA,)

BNA BnA !-
a4 [0

Dot : p(B)=(pBNA)+(pBNA;)
= p(A) X pa(B)+ p(A:) X pa(B)

(Cette loi est appelée «loi des probabilités totales)

plus généralement : formule des probabilités totale :

Calcul de probabllltes %

il Probabilité. conditionnelle - Indépendance de deux événements :
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si Ay, A,..., A, forment une partition de €,
Alors pour tout événement B(BC Q) ona:

< Définition: ™
Soit A et B deux événements associés a une méme expérience aléatoire.

On dit que les événements A et B sont indépendants si :
p(AnB) = p(A)X p(B)

“ Propriété 2: >
Soit A et B deux événements associés a une méme expeérience aléatoire
telle que: p(A) # 0
A et B sont indépendants si et seulement si: p.(B) = p(B)
Si p(A)# 0 et p(B) # 0, alors : pA(B) = p(B) = ps(A) = p(A)
Dire que les événements A et B sont indépendants veut dire que la
réalisation de I'un d’entre eux n’influe pas celle de I'autre.

Exercices d’application
| Exercice £L5
Soit A et B deux événements d’'un méme univers Q.
1) Dans cette question, p(A) = % ; p(B)= -}1- et p(ANB)= é—
Calculer ps(A); pa(B) et p(AUB)
2) Dans cette question, p(A) = % ; p(B)= % et p(AUB) = %—;
a) Calculer ps(A) et pa(B)
b) En déduire : p(ANB), p(ANB), px(B) et ps(A)
| Exercice &1

Soit A et B deux événements d’'un méme univers Q.
1) Dans cette question, p(A) = —g— ; p(B) = % et p(ANB) = 715
Calculer: pa(B), p(AnB), p(ANB), ps(A), ps(A) et p(AUB).

2) Dans cette question, p(A) = g ; pa(B) = % et m(g):%
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Gleuler p(ANB), p(BNA), p(B) et p(AUB).
tercice £1:3

Wit A et B deux événements indépendants d’un méme univers Q.

{jMontrer que A et B sont indépendants.

)Montrer que A et B sont indépendants.

%it A et B deux événements indépendantstelsque: ACB
{|Montrer que : p(A)Xp(B)=10

)) Que peut-on déduire pour les événements A et B ?

ercice £1:3

Dans une usine deux machines A et B assurent la production telles que :
'lamachine A produit 40% de la production totale.

11% des piéces produites par la machine A sont défectueuses.

+3% des pieces produites par la machine B sont défectueuses.

[|On choisit une piéce au hasard a la sortie de I'usine; toutes les pieces sont
ndiscernables au toucher.

(alculer la probabilité de chacun des événements suivants :

[:«lLa piéce est défectueuse et produite par la machine B »

D:«La piece est défectueuse»

))On choisit au hasard une piece parmi les piéces défectueuses.

Quelle est la probabilité que cette piece est produite par la machine B?

txercice &1L}

Uncarrefour est doté d’un feu tricolore.

Une étude a montrée que :

+2% des véhicules s’arrétent au feu vert (quand il clignote).

165% des véhicules s’arrétent au feu orange.

197% des véhicules s’arrétent au feu rouge.

On admet que I'état du feu a I'arrivée du véhicule est aléatoire, et que la
probabilité que le feu soit vert est 0,6, celle qu’il soit orange est 0,1.

|| Représenter cette situation par un arbre du probabilité.
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2) Quelle est la probabilité que le véhicule observé s'arréte?
3) Le véhicule observé est passé.
Quelle est la probabilité qu’il a briilé un feu rouge?

(Exercice £18

Une urne U, contient 4 boules blanches et une boule noire.
Une urne U, contient 2 boules blanches et 3 boules noires.

On choisit, au hasard, I'une des deux urnes (d’une fagcon équiprobable) etoney
tire une boule au hasard. Toutes les boules sont indescernables au toucher.

1) Construire un arbre représentant cette situation aléatoire.
2) a) Calculer la probabilité de choisir 'urne U, et tirer une boule noire.
b) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
N : «Obtenir une boule noire»
B: «Obtenir une boule blanche»
3) La boule tirée est blanche.
Quelle est la probabilité qu’elle soit tirée de 'urne U, ?
Exercice £

1) Soit A et B deux événements d’un méme univers Q tels que :
p(A)Xp(B)# 0

. | an T ;J,I(B)_X P(A)
Montrerques (Al = e Ot o (5% 5

2) On considére 100 dés (cubigues numérotés de 1 a 6) parmi eux 25 sont

truqués (pipés).

La probabilité d’obtenir le n°6 avec un dé pipé est % -

On choisit, au hasard, un dé (parmi les 100) et on le lance.

Sachant que le numéro obtenu est 6, quelle est la probabilité que ce dé est pipé?
Exercice £

Un sac contient 8 jetons :

® un jeton rouge triangulaire;

¢ deux jetons verts triangulaires;

e Cing jetons rouges rectangulaires.
On tire, au hasard, simultanément deux jetons du sac. Tous les jetons sont
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indescernables au toucher.

On considére les événements :

A:«Les jetons tirés sont de méme couleur»

B: «Les jetons tirés ont la méme formen».

1)a) Calculer p(A), p(B) et p(ANB).

b) Les événements A et B sont-ils indépendants? Justifier.
J) Les deux jetons tirés ont la méme forme.

Quelle est la probabilité qu’ils aient aussi la méme couleur?

L Solutions "
mmmﬁ@ )

1) p(A)=2; p(B)=7 et p(AnB)=+

Calculons px(A), p.(B) et p(ANB).
p(AnB) _ 3

p(ANB) _
» ps(A) = (B) = 5 o ps(B)= p(A) S0
» P(AUB) = p(A)+p(B)—p(ANB)

6 D) |

v e Y
—43
60

2) ;J(,4)= : B)— et ;J(AUB)='%%
a) Calculons ps(A) et p.(B):

p(ANB)
o pr(A) =B

ps(A) 2(B)

Il faut d’abord calculer p(ANB):

Ona: p(AnNB)=p(A)+p(B)—p(AUB)

b) Déduisons p(ANB); p(ANB); px(B) et ps(A):
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eOna: A=(ANB)U(ANB) (car B et B forment une partition de
|"'univers).

et puisque : (ANB) et (AN B) sontincompatibles (car ANB C B

et ANBCB)et BNB=¢

alors: p(A)=p(ANB)+p(ANB)

Donc: p(ANB)=p(A)—p(ANB)

Dol : p(Aﬂ§)=-§—-ﬁT‘%= %%

e Ona: B=(BNA)U(BNA) (car A et A forment une partition de
I'univers).

Donc: p(B)=p(BNA)+p(BNA)

Dot P(BNA)=p(B)—p(BNA)

ooty e domce JH5T 8
Tty 4
T A 3
Con(B) - PABNA) L PBNA) 1L 6
i BN (A T
(AnB) 2 1
P 28 5
* !J}?(A) p(ﬁ) = —f}— 16

Exercice &1

1) p(A)=%; p(B) =+ et p(AnB)=+

Calculons px(B); p(AnB); p(ANB); ps(A); pi(A) et p(AUB).

(RN 6L 3

pa(B) P(E) 2 4
e Ona: B=(BNA)U(BNA) (car A et A forment une partition de
{'univers).

Donc: p(B)=p(BNA)+p(BNA)
D'oir: p(BNA)=p(B)=p(BNA)
S dieEdiie 19 5
=576 30 ;(p(B)=1-p(B))
eOna: A=(ANB)U(ANB)

Donc: p(A)=p(AnB)+p(AnB)
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pou: p(ANB)=p(A)—p(ANB)

30
) p(A)=2; p‘(e)—i‘ et pr(B)=
Caleulons p(ANB); p(BNA); p(B) et p(AUB):

'pA(B)=£(A—Q§) p(ANB) = p(A)Xp\ B)
5

p(BNA)=p(A) X p:(B)
=(1—p(A)) X p:(B)
0 (e W T

SR 48 16
sOna: B=(BNA)U(BNA)
Donc: p(B)=p(BNA)+p(BNA)

Ao )
14 t48
_ 47
112
* p(AuB)=p(A)+p(B)—p(ANB)
Ghiy Bl
6112 =48

Bercice 1%

A et B sont deux événements indépendants, donc:
p(ANnB)=p(A)Xp(B)
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1) Montrons que : A et B sont indépendants.
Ona: B=(BNA)U(BNA)
Donc: p(B)=p(BNA)+p(BnA)
D'ou: p(BNA)=p(B)—p(BNA)
= p(B)—p(B) X p(A)
= p(B)(1-p(A))
=p(B) X p(A)

Ce qui signifie que B et A sont indépendants.

2) Montrons que A et B sont aussi indépendants :

Méthode 1:

Ona: ANB=AUB

Donc: ]J(-A N _B) =1- p(A U B)
=1-=p(A)—p(B)+p(ANB)
= 1—=p(A)—p(B)+p(A) X p(B)
= p(A) +p(B)(p(A)—1)
=p(A)—p(B)x p(A)
= p(A X1 —p(B))
=p(A)Xp(B)

p(ANB)=p(A)Xp(B),donc: A et B sontindépendant.

Méthode 2:
Dans la question 1), on a montrer que si A et B sont indépendants, alors: A

et B sont aussi indépendants.

A et B indépendants = A et B indépendants
= B et A indépendants
= B et A indépendants

A et B sont deux événements indépendants, telsque: A C B
1) Montrons que : p(A) X p(B)=0
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na: p(A)Xp(B)=p(A)x(1—p(B))
= p(A) = p(A) X p(B)
=p(A)—p(ANB)
(p(A)x p(B)=p(ANB) car A et B sont indépendants).
0rACB,donc: AnNB=A.Donc: p(ANB)=p(A).Dolu: p(A)Xp(B)=0
1) Déduction :
Ona: p(A)Xp(B)=0. Donc: p(A)=0ou p(B)=0
Doli: A=¢ ou B=Q

Exercice £1:3

On considére les événements :

A: «la piece provient de la machine A »

B: « La piece provient de la machine B »

lesdonnées de I'exercices sont représentés sur I'arbre de probabilité suivantes :

0,4

A
0,
0,03 D
B
(
D

E est 'événement «La piéce est défectueuse et produite par la machine B »

1) e Calculons p(E):

D est 'événement «La piéce est défectueuse»

Ona: E=BND

bonc: p(E)=p(BND)
= p(B) X ps(D)
=0,6%X0,03
=0,018
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* Calculons p(D):
Ona: D=(DNA)U(DNB); (car A et B forment une partition de I'univers)
et puisque les événements (DN A) et (DN B) sont incompatibles,
alors: p(D)=p(DNA)+p(DNB)

=p(A) X pa(D) +p(BN D)

=0,4%X0,01+0,018

=0,022
2) La piece choisi est défectueuse; calculons la probabilité qu’elle soit produite
par la machine B.

Il s'agit de calculer pr(B): p,(B) ="+

Exercice 4T

On considere les événements suivants :

V : «Le feu est vert»

O: «Le feu est orange»

R : «Le feu est rouge»

A «Le véhicule s’arréte au feu»

pe(A)=0,02; po(A)=0,65; pe(A)=0,97; p(V)=0,6 et p(0)=0,1
1) Représentation par un arbre de probabilité :

V
0.6 0,98 A
(@)
0,3 A
s 0,97 A
R<
0,0 o

554  calcul de probabilités



2) Calculons p(A):
Ona: A=(AnV)U(ANO)U(ANR)
les événements V', O et R forment une partition de I'univers, donc :

p(A)=p(ANV)+p(ANO)+p(ANR)

=p(V)X py(A)+ p(O) X po(A)+ p(R) X px(A)  (daprés la loi des

probabilités totales)
=(0,6 X 0,02)+(0,1 % 0,65)+(0,3 % 0,97)
=(,368

Dot : p(A) = 0,368

3) Il s'agit de calculer px(R).

p(ANR)
p(A)
_ P(R)X pe(A)
1—p(A)
_0,3%0,03
1—0,368
=W0097 0
0,632 ~ 632

donc: px(R) = 62—2 ~ 0,014

Exercice &1V

4@ 1@ 2® 3@
Lurne U, Lurne U/,

Onchoisit au hasard I'une des urnes et on en tire au hasard une boule.
On considére les événements suivants :

U: «Choisir 'urne u;» avec i € {1;2}

N: «Obtenir une boule noire»

B: «Obtenir une boule blanche»

'Le choix des urnes est équiprobable,

Calcul de probabilités '

555



| —

donc: p(U)) = p(Uh) or p(U)+p(U,) = 1donc: p(U)) = p(Us) ="
* pu(N) =5 ; pu(N) =3
1) Arbre des probabilités :

2) a) Calculons p(U/NN):

p(UNN)=p(U) X pu(N)

s el
=9X%

=._l.._
10

Donc: p(UiNN)= 0,1

b) e Calculons p(N):

Les événements U, et U/, forment une partition de 'univers, donc :

N=(NnU)U(NN,)

Donc: p(N)=p(NnU)+p(NNU,)
= 0,1+ p(Us) X pi(N)
=0,1+5x3
=0,1+0,3
=0,4

D'ou: p(N)=0,4

e Calculons p(B):

Ona: B=N
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donc: p(B)=p(N)
=1-p(N)
=1-0,4
=0,6

Dol: p(B)= 0,6
3) Il S'agit de calculer p,(Uh)

_ p(BOU)
polU) 2(B)
_ U)X pu(B)

p(B)

Brercice £1%
|| A et B sont deux événements associés a un méme univers tels que :
p(A)X p(B) # 0

A X
Hontrons que : ps(A) = pa(B) X p(A)

pA(B)X p(A)+px(B)X p(A)
Ona: ;J;;(A)=-p(—;(—g—)§l,(car p(B)#0) 3
0rAet A forment une partition de I'univers, donc: B =(BNA)U(BNA)

Vou: p(B)=p(BNA)+p(BNA)
= p(A) X pa(B) + p(A) X p:(B)

[fapres la loi des probabilités totales).

; pa(B) X p(A)
Dou: ps(B)= —
o Pu(B) = DAY X pr (B) + p(&) X pr (B)
}JOn considére les événements :

1:«Choisir un dé pipé»
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B «Choisir le numéro 6»

Il s’agit, dans cette question, de calculer p;(A).

Ona: p(A):T%%=%-9ﬁO et p(B)# 0 (car B# ¢)

Pa (B) X P(_l_4)
p(A) X pa(B)+ p(A) X ps(B)

or p(A)=7; p(B)=7% ; p(B)=%

Donc : daprés la question 1): ps(A) =

p(A)=1-p(A)=3

LUk
Donc: pe(A) = i 12 43 = é— Dot : pu(A)=
(z*x‘z")Jf Fi )

)=

——

=

[Exercice £ |

558

On tire simultanément deux jetons du sac qui en contient 8, donc chaqe

tirage est une combinaison de 2 éléments parmi 8, d'oli : CardQ = Ci =28

1) a) * Calculons p(A) et p(ANB):

A «Les jetons tirés sont de méme couleur»

B: «Les jetons tirés ont la méme forme»

- Le sac contient 6 jetons rouges et deux jetons vert, donc :
CardA=Ci+Ci =16

Dol : p(A) = -:12—% = % (car il y a équiprobabilité).

e Calculons p(B):

- Le sac contient 3 jetons triangulaires et 5 jetons rectangulaires,

Donc: CardB =Ci+C; =13

D'our: p(B) = -%%

e Calculons p(ANB):

ANB est I'événement «Les deux jetons tirés ont méme couleur et méme

forme».

Pour réaliser cet événement, il faut ;
- Tirer les deux jetons verts triangulaires
ou

- Tirer 2 jetons rouges rectangulaire parmi 5
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Donc : Card(AﬂB) Ci+Ci=11
Dot = p(AnB)—--—

b) Vérifions I'indépendance des événements A et B :
[p(AnB)— T3
413
lP(A)XP(B)_ 7 ANDe 49

bonc: p(ANB)# p(A) X p(B)
Doti: A et B ne sont pas indépendants.
2)Calculons ps(A):

p(ANB) _
p(B)

o
oy

PB(A) i

wl- MI-—-
0o waloo] —
7%

1\ Indépendance de deux épreuves - Epreuves répétées

Soit 4 une expérience formée de deux épreuves 7| et ;.

Si les résultats de I'une des épreuves sont indépendants des résultats de
lautre épreuve, on dit dans ce cas que cette expérience est formée de deux
épreuves indépendantes.

Dans ce cas, si A et B sont des événements associés respectivement
aux épreuves 4 et %, alors : P(ANB)=p(A)Xp(B) clest-a-dire les
événements A et B sont indépendants.

(Répétition d’épreuves identiques et indépendantes)

On considére une épreuve ¢ dont le résultat est soit S «succés» de
probabilité p, soit S «échec» de probabilité 1 —p.

On répete cette épreuve n fois de suite dans les mémes conditions.
Les résultats sont 2 a 2 indépendants.

laprobabilité de I'événement Sk «Le succes S estréalisé k fois exactement»
est: p(Sk) = Cip*(1 —p)~* pourtout k ={0;1;2;..;n}.
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Exercices d’application
| Exercice §X]

- On considere un dé cubique équilibré
dont les faces sont numérotées de 1 a 6. @ @

O,
- Un sac contient 4 boules rouges et 3 ® ®®® }

boules vertes. Toutes les boules sont

indiscernables au toucher.

On tire au hasard simultanément deux boules du sac puis on lance le dé.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:

A: «Obtenir deux boules rouges et le n°5».

B : «Obtenir deux boules vertes et un numéro pair».

C': «Obtenir deux boules de couleurs différentes et un multiple de 3».

 Exercice £2

- Une urne U, contient 5 boules

Uy U,
rouges et 3 boules noires.
- Une urne U, contient 4 boules @ @ @ @ @ ®/“\
®RR®BR®  ®R®®E®

rouges, 2 boules vertes et une
boule noire.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

On tire au hasard deux boules de l'urne U, simultanément et une boule de
'urne U,.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:
A : «Obtenir 3 boules de méme couleur».
B: «Obtenir 2 boules rouges exactement».

C': «Obtenir une boule de chaque couleur»,
| Exercice £13
Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules blanches.
Les boules sont indiscernables au toucher. ® ® @

On tire au hasard une boule de I'urne, on note sa couleur, @ @ @ _
puis on la remet dans 'urne; on répeéte cette épreuve 9
fois de suite. (Tirage successif et avec remise de 9 boules).

1) Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge deux fois exactement.

560 | calcul de probabilités



2) Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge 6 fois exactement.

3) Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge au moins une fois.

EEEY 26

Pour passer un examen, Ali doit répondre a 5 questions 2 a 2 indépendantes.
Pour chaque question, Ali doit choir une seule réponse parmi les quatre
réponses proposées. Une seule réponse parmi les quatre proposées est
exacte.

Alin'a pas bien préparé cet examen, et commence a réponde au hasard. (Il y

aéquiprobabilité dans le choix des réponses de Ali).

1) Montrer que la probabilité que Ali ait obtenu une seule bonne réponse
5 . 405

pour les cing questions est 1024 -

2) Calculer la probabilité que Ali ait obtenu 3 bonnes réponse exactement.

3) Calculer la probabilité que Ali ait obtenu au moins une bonne réponse.

4) Pour réussir cet examen, il faut avoir au moins 3 bonnes réponses.

Quelle est la probabilité que Ali réussisse cet examen?

27

Un sac contient 4 boules rouges, 3 boules blanches et deux boules noires.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On consideére I'épreuve (E) suivante :

«On tire au hasard simultanément trois boules du sac et on les remets dans
e sac».

On considere les événements :

A: «Obtenir 3 boules de méme couleur»

B: «Obtenir 2 boules exactement de méme couleur»

(': «Obtenir au moins une boule blanche»

On répete cette éprouve 6 fois de suite.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
M:«l'événement A est réalisé une et une seule fois»
N:«l'événement B est réalisé deux fois exactement»

F: «l’événement C est réalisé au moins deux fois»
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 Exercice &1

Une urne contient 6 boules portant les nombres -2;-1; 0; 1; 1; 2.

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

On considére I'épreuve suivante :

(E): «On tire simultanément 3 boules au hasard de I'urne».

1) On considere les deux événements suivants :

A: «Parmi les boules tirées, il y a au moins une boule portant le nombre 1»
S : «La somme des nombres portés par les 3 boules tirées est nulle»

a) Calculer p(A)

b) Montrer que : p(S) = %

2) On répéte I'épreuve (E) 5 fois de suite en remettant les 3 boules tirées
avant d’effectuer un nouveau tirage.

Quelle est la probabilité que I'événement S est réalisé 3 fois exactement?

1

Exercice £X3

V. V.V
RRR®R®) )

Lexpérience dans cet exercice est formée de deux épreuves indépendantes:
¢ : «Tirage simultané de deux boules du sac».

(&

¢ : «Lancer du dé».
> Calculons p(A) ol A est ’événement : «Obtenir deux boules rouges etle
n°s5».

On considére les deux événements :

E, : «Obtenir deux boules rouge». E; est associé a 'épreuve .

E> : «Obtenir le numéro 5». E, est associé a I'épreuve .

Ona: A=ENk,

Or les deux épreuves ¢ et ¢, sont indépendantes, donc : F, et £, sont

indépendants.
Dou: p(A) = plE) % plEr) = S x &
= ot
21

562 [ calcul de probabilités




' Calculons p(B) ou B est I'événement : «Obtenir deux boules vertes et un
nombre pair».

B est I'intersection des deux événements :

f;: «Obtenir deux boules vertes». ( F; est associé a I'épreuve )

et

I;: «Obtenir un nombre pair». ( F: est associé a I'épreuve ;)

or /4, et ¢, sont indépendantes, donc F| et F, sont indépendants.
B=FENFE et £,={2;4;6}

Donc: p(B) = p(F) X p(F)

€33
A
o

14

Calculons p(C) ol C est I'événement : «obtenir deux boules de couleurs
différentes et un multiple de 3».

lévénement C est I'intersection des deux événements:

(i : «obtenir deux boules de couleurs différentes». (G, est associé a I'épreuve
&),

et (> : «obtenir un multiple de 3». (G, est associé a I'épreuve % ).
C=GiNnG,

bonc: p(C) = p(G) X p(G,) ; G2 =1{3;6}

e
e 6

L3

21

Exercice &7

i IO QO®
PEEE® | E®®®

L'expérience dans cet exercice est formée de deux épreuves indépendantes:
¢ : «Tirage simultané de deux boule des U, ».

“.: «Tirage d’une boule de U, ».
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Calculons p(A) ol A est I'événement : «obtenir 3 boules de méme
couleur».

Pour réaliser 'événement A, il faut :
- tirer simultanément 2 boules rouges de U, et une boule rouge de U..
ou
- tirer simultanément 2 boules noires de U, et une boule noire de U..
On considére les événements:
R, : «tirer simultanément deux boules rouges de U, ». (R, est associé a
I'épreuve )
R, : «tirer une boule rouge de U ». ( R, est associé a I'épreuve ;).
N, : «tirer simultanément deux boules noires de U, », ( N, est associé a )
N : «tirer une boule noire de U. ». ( N, est associé a I'épreuve ;).
Ona: A=(RNR)IU(NNN)

Les événements R, N R, et N, NN, sont incompatibles, donc :

p(A)=p(RNR,)+ p(N.NN,) (car R, et R, sont indépendants de
=p(R) X p(R:)+p(N)Xp(N.) mémeque N, et N,)
2 | 2 Al
a0 RIS S,
~ 49 " 196
=43
196

Calculons p(B) ou B est 'événement : «obtenir exactement 2 boules
rouges».

Pour réaliser 'événement B, il faut :
- tirer simultanément 2 boules rouges de U, et une boule non rouge de ;.
ou

- tirer simultanément une boule rouge et une boule noire de U, et une boule
rouge de U,.

Soit B, I'événement: «tirer simultanément une boule rouge et une boule
noire de U, ».

Onaalors: B=(RNR)U(BNR,)

Les événements R N K. et B, N R, sont incompatibles.
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Donc: p(B)=p(RNR)+p(BNR,)
= p(R) X p(R;) + p(B:) X p(R:); (car les événements R, et R,

al| 1 |
= g: X %+ (,,-é%C,; x%:, sont indépendants ainsi que
_L§_+‘l§_ B] etRz)
98 " 49
L
98

, Calculons p(C) ol C est 'événement : «obtenir une boule de chaque
couleur».

Pour réaliser I'événement C, il faut tirer simultanément une boule rouge et
une boule noire de U, et tirer une boule verte de U..

Soit V5 'événement: «tirer une boule verte de U, ».

Ona: C=8nN"V
Donc: p(C) = p(B))X p(Vz) (car B; et V: sont indépendants)
_GXG G
Cs C;
sy
9
Eiercice &1

On tire au hasard une boule de I'urne, on note sa couleur LCurne
puis on la remet dans l'urne. On répéte cette épreuve 9 ' O ® @
fois de suite dans les mémes conditions, le résultat de @ @ @ ®
thague épreuve est soit § «obtenir une boule rouge»,
soit S son événement contraire.
la probabilité de I'événement S est: p = *37—
Donc la probabilité de I'événement Sk «obtenir k fois exactement une boule
rouge» est: p(S:) = Csp*(1 —p) " pourtout k €{0;1;..;9}
1) Calculons la probabilité de I'événement A «obtenir une boule rouge deux
fois exactement».
ona: p(A)=p(S.)
=Cip*(1—p)
-ci(3) (4]

=0, 1315
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2) Calculons p(B) ol B est I'événement «obtenir une boule rouge 6 fois
exactement».

Ona: B=5;donc: p(B)=Cs(3) x(%5) = 0,0071

3) Calculons p(C) ot C est 'événement «obtenir une boule rouge au moins
une fois».

L'événement contraire de I'événement C est :

C «Ne pas obtenir de boule rouge».

Ona: C=S, ' ‘
Donc: p(C) = p(S,) = (%) i,’l )} (% )J
4

X
Dou: p(C)=1-p(@)=1-(3] = 0,9935

[Exercice &1

566

Passer cet examen, c’est répondre aux cing question 5, c’est donc une
répétition 5 fois de suite dans les mémes conditions d’'une méme épreuve
«Répondre au hasard a une question»,

Les épreuves sont 2 a 2 indépendantes, le résultat de chaque épreuve est soit
S «La réponse choisie est bonne» soit S son événement contraire. Ona:
p(S) = :1;-

Laprobabilitédel’événement Sy «Aliaitobtenu k réponsesjustesexactement.

I L3 I S-K
est p(Sx) = C*¥ (-;1—) X (1 - Z-) pour tout K € {0;1;2:3;4;5}.

1) Montrons que : p(A) = T%%%

A est I'événement : «Ali a obtenu une seule réponse exacte».

Ona: A=S§

Donc: p(A)=p(S)= Cé(L)(B) l%%i

2) Calculons p(B) ou B est I'événement «Ali a obtenu 3 bonnes réponses

exactement».
Ona: B=3S,

2
oo () =p(5) =3 (4 (3] = &
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3) Calculons p(C) ol C est I'événement «Ali a obtenu au moins une bonne
réponse».

lévénement contraire de C est :

(C «Ali n’a obtenu aucune réponse exacte».
Ona: C=S5,

Donc: p(C) = p(S,) = (%)5
ou: p(C) = 1-p(C)=1-(3) = 8L

4) Calculons p(D) ou D est 'événement «Ali a obtenu au moins 3 réponses

exactes».

Ona: D=S;US:US;s

Or, les événements Ss, S; et Ss sont 2 a 2 incompatibles,
donc: p(D) = p(Ss) + p(Ss) + p(Ss)

vou: (D) = p(B)+ (5 ) x(3)+ cs(5)

S e By A
=312 T 1022 T 1024
£

512

Donc la probabilité pour que Ali réussisse cet examen en répondant au hasard

atoutes les questions est : 5%35 soit environ 0,1.

brercice &)

E: «On tire simultanément 3 boules du sac».

A: «Obtenir 3 boules de méme couleur».

B: «Obtenir 2 boules exactement de méme couleur»

(": «Obtenir au moins une boule blanche»

Onrépete 'épreuve E 6 fois de suite dans les mémes conditions.

+Calculons p(M) ol M est I'événement : «’événement A est réalisé une
stune seule fois»

Fp(M) = Cap(A) x (1= p(A)y

tp(A) = Eg:g% (car il y a équiprobabilité)
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Ona:CardA=Ci+Ci=5
CardQ = C; = 84

Donc: p(A) = 854

Dot : p(M)= Ci X 854 X(;i) ~ 0,26
e Calculons p(N) ou N est I'événement : «’événement B est réalisé deus
fois exactement»

p(N)=Ci(p(B)y x(1—p(B))

» Calculons p(B):

Soit D I'événement : «Obtenir 3 boules de couleur distincts deux a deux»
Ona: AUBUD=Q

et puisque les événements A, B et D sont deux a deux incompatibles,

alors: p(B)=1-p(A)—p(D)
o T CiXCyX Cy
i 84 (&4
4D
~ 84 7

=23
84

p(N)=cix(33) x(1-33) =0.09

e Calculons p(F):

ol F estl'événement «réaliser I'événement C au moins deux fois»

l’événement contraire de I est: F : «réaliser C' au plus une fois»

p(F)=1~p(F)

p(F) = Ci(p(C)) % (1= p(C)) + Ce(p(C)) x (1 = p(C))

or: p(C)=1-p(C)

Donc : p(?:")=( 561’) +6:X éfl) x(l ‘é(%)q

~ 0,00368
D'oti : p(F) ~ 0,996
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Exercice &1
On tire au hasard simultanément 3 boules de l'urne.

DO

1)a) Calculons p(A): |
ot A est 'événement «Parmi les boules tirées, il y a au @ @ |

moins une boule portant le nombre 1»

% Card A=Ci=4
" |CardQ = C5 = 20

Card( A
Donc: p(A)= g;rég) 20 = é D’ou : p(A)—l—p(A)———

Remarque : On peut aussi calculer directement p(A) sans passer par p(A):

CardA = Ca><C4+Cz><C4 16

=35=3%

b) Montrons que : p(S) = —é—
ou : «La somme des nombres portés par les 3 boules tirées est nulle».

Pour que la somme des nombres portés par les boules tirées soit nulle, il faut

firer

0 @ &D le nombre de ces casest : Ci X Ci X C} =2
ou

0@ le nombre decescasest: C! X X (| = 1
ou

0X0) le nombre decescasest: C: X = 1

Donc: CardS=2+1+1=4
PN oy S 4 e l

Dotr: p(S)= 20=5

2)On répéte I'épreuve (E) 5 fois de suite dans les mémes conditions.

(alculons la probabilité de I'événement : G : «'événement S est réalisé 3 fois

exactement»
1V (4y
= Qp(S) (1= p(9)) = Cix () (%)
ot e Elan
=0 Xnoe X =igos
32

donc: p(G) = 65 = 0,0512
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Vv Variablesaléatoires-Espérance mathématique - Variance et écart-type

=

< Définition 1: >
Soit Q I'univers associé a une expérience aléatoire.
On appelle variable aléatoire, toute fonction X de Q dans R, qui a tout
élément de Q (éventualité) associe un réel. lensemble des valeurs prises
par X estnoté X(Q).
e |Les variables aléatoires sont généralement notées X, V', Z,...
e "événement (X = a) est 'ensemble des issues de Q auxquelles on associe le
réel a.
o l'événement (X > a) est I'ensemble des issues de Q auxquelles on
associe un réel strictement supérieur aa.

Exemple :
Si X(Q)={2;5;6;7}, alors:
-(X>5)=(X=6)u(X=17)
-(X<5)=(X=2)u(X=5)
-2=2X<T)=(X=2)u(X=5)U(X=6)
- (X=2)u(x=5ux=6)uX=7)=Q

“ Définition 2: ™
Soit X une variable aléatoire définie sur un univers Q.
Onpose : X(Q)={x:%;...0.}
Définir la loi de probabilité de X consiste a associer a chaque valeur x; de
X(Q), la probabilité de I'événement (X = x;).
On résume généralement la loi de probabilité d’une variable aléatoire X
par le tableau :

Xi Xi X X

p(X=ux) P P2 Pn

(On vérifie que : Zp,- = ])

“ Définition: ™

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le

Calcul de probabilités



tableau :
| X X X, |
: p(X_= x;_)_ | P 28 D

* Uespérance mathématique de X est le nombre réel noté E(X) définie
par

E(X)= Z”:x,-p.- = %Pt XoPat .+ %P

o la varia;;llce de X estle nombre réel positif noté V(X) définie par:
V(X)= Zn]:(x,- — E(X)Vpi= (= E(X)V pr + (20— E(X)) s + ... +(x. — E(X)) s
ou enco,re : V(X) = B(X®)—(E(X))} ot E(X*)=xipi+xip,+ ..+ x2p,
s 'écart-type de X est le nombre réel positif noté ¢(X) défini par :
o(X)= Jm(_) (Racine carrée de la variance).

Exercices d’application

ircice 0%
e tableau suivant donne Ia loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle X :
i 30| Ay (St ¥
X=%)| 3 | 1L | @ | 1
b ) : A L

) Calculer p(X < 3).
}}a) Déterminer la valeur de @.
b) Calculer p(X > 3).
jCalculer p(3 <X <7).
! Calculer I'espérance mathématique de X .
5| Calculer V(X) et o(X).
feccice £03
it ¥ une variable réelle dont la loi de probabilité est donnée par le tableau
duivant :
k [ -3 1 a 5 6
p(r=£k) | 0,14 | 023 1016 | 021 | b
nadmet que : E(Y) = 3,06
l|Déterminer p(Y = 6)
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2) Déterminer la valeur de 4.
3) Calculer p(Y=5); p(Y<5) et p(-3<Y<a)
4) Caleuler o(X).
Une urne contient 4 boules blanches numérotées -1;-1;1;1 et trois boules
noires numérotées 1;0;1.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On tire simultanément et au hasard deux boules de 'urne.
1) Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage de deux boules associe le
nombre de boules noires parmi les boules tirées.
a) Déterminer les valeurs prises par X .
b) Déterminer la loi de probabilité de X .
¢) Calculer E(X).
2) Soit Y la variable aléatoire qui a chaque tirage de deux boules associe lz
somme des nombres portés par ces boules tirées.
a) Déterminer les valeur prises par Y.
b) Déterminer la loi de probabilité de Y .
c) Quelle est la moyenne des sommes possibles?
Exercice £}y
Un sac contient 3 jetons rouges et 4 jetons blancs. Tous les jetons
indiscernables au toucher.
On tire successivement et sans remise 3 jetons du sac.
Soit X la variable aléatoire égale au rang du premier jeton blanc tiré.
1) Déterminer X(Q).
2) Déterminer la loi de probabilité de X .
3) Calculer o(X).
Une urne U, contient 9 boules : 4 blanches, 3 noires et 2 rouges.
1) On tire, au hasard, simultanément 3 boules de l'urne U,.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

Soit X lavariable aléatoire quia chaque tirage de 3 boules, associe le nombre
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lni—4 ol n est le nombre de boules blanches parmi les 3 boules tirées.

i) Déterminer la loi de probabilité de X .

) Calculer E(X).

}) On considére une deuxieme urne [ contenant 10 boules : 7 boules
blanches et 3 noires. Toutes ces boules sont indiscernables au toucher.

On considere I'expérience suivante :

Ontire au hasard une boule de I'urne U/, on note sa couleur, et on la met dans
furne U, , puis on tir, au hasard, une boule de 'urne U;.

(alculer la probabilité de chacun des événements suivants :

I : «La boule tirée dans U, est rouge»

E.:«La boule tirée dans U, est blanche»

Exercice 18

On dispose, d’une facon aléatoire 3 boules numérotées de 1 a 3 dans 4 sacs
numérotés de 1 a 4. (Chaque sac peut contenir une a trois boules).

1) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

4:«Un seul sac est vide»

B: «Un sac contient toutes les boules»

1) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de sac vide apres cette
distribution.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X .

\ ___ Solutions |

Exercice £1-8

X
P(X = x;)
1) Calculons p(X < 3):

p(X<3)=p(X=3)+p(X=2)
i Bue s

=

oolw |
B | W
[

Donc: p(X =< 3)‘——%
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2) a) Déterminons la valeur de «:

4
Onaitque: Y, p(X=x)=1
=1

R Ly
Donc.8+4+a'+5-—1
T P A _7
DOU.O.’—-40

b) Calculons p(X > 3): p(X>3)=p(X=5)+p(X=17)
R A

=a0ts
:_115_:_3_
408

Donc: p(X > 3)=%

Remarque: p(X >3)=1-p(X < 3)
S 3

88
3) Calculons p(3 <X < 7):
p3<X< ?)—_";)(X=3)+p()(=5)=:}iz.
4
4) Calculons E(X): E(}():Z;,;{.;,(x:;,g)

(2x3)sloxd)+ (s e(rh)

T ke LTS

(=

Donc: E(X)=3,775
5) Calculons V(X) et o(X):
V(X)=E(X?)—(E(X))

* E(XY)= Z:{f;:( X =x)
i=]

:('_}“-:< ;li(j/(‘]l—Jl—(S 1 )1[7 X;;)
717

0

Donc: V(X) = 7%? — (-14'—501)2 ~ 3.67

o(X)=yV(X) ~ 1,92
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Exercice &1}
1) Déterminons p(Y = 6):
5

Ona: Ep(Y=yi)=1

i=1

Donc: 0,14+ 0,23+ 0,16 +0,21 +b=1
D'ou: b= 10,26
2) Déterminons la valeur de a:
5
Ona: E(Y) = Zy,—p(}’= y) = 3,06
i=1
Donc: =3 X 0,14+ 1X0,23+aX0,16+5X0,21 +6X%X0,26=3,06
Dou:a=4
3)Calculons p(¥Y=5); p(Y<5)et p(=3 < Y<a):
s p(Y=5)=p(Y=5)+p(Y=6)=0,47

o p(Y<5)=p(Y=4)+pY=1)+p(r=-—3)
= 0,53
see Quencore: p(Y<5)=1-p(Y=5)
=1-0,47=0,53
vp(=3<vY<a)=p(r=1)+p(r=4)=0,39

4) Calculons o(X):

o(X) = yV(X) = VE(") — (E(Y))
o (Y)= 3,06

BP) = 3 X plr = )

=(9%0,14)+0,23+(16 X% 0,16)+(25%0,21)+(36 X 0,26)
= 18,66

Donc: o(X) ~ 3,05
1)a) Déterminons X(Q):

lurne contient 3 boules noires et 4 blanches, donc quand on tire

simultanément 2 boules. On peut obtenir, soit : 1 noire et 1 blanche: X = 1
ou:2noires: X =2
ou:2blanches: X=10
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Donc: X(Q)=1{0;1;2}
b) Déterminons la loi de probabilité de X :
Ona: X(Q)={0;1:2} et CardQ = C% =21

n(X=0)= gl % (carily a équiprobabilité)
CixCl _ 4

Gy

px=2=5=1

X; 0 I 2
| X =X 2 _4_ l_
4 3 ) 7/ il 7

o) E(X)= ):x,p(x x)=5 0,86

2) a) Déterminons Y(Q):
—1+0==1;—-1—-1==2;—-1+1=0;14+1=2;14+0=1
Donc: Y(Q) ={—2;—1;0;1;2}

b) Déterminons la loi de probabilité de Y :

Ona: Y(Q)={-2:-1;0;1;2}

== o
Bie—yed
plr=0)=Cgc =
Bl == C%C' =24—1
p(Y =2) g‘; %
Vi | 2 | 21 © I 2
| PY=x) 211 7 | "281' x| 7

L

c) La moyenne de ces sommes est E(Y):

s = Sontr =)= (-2 ) or (o)

7
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1) Déterminons X(Q):
Quand on tire successivement et sans remise 3 jetons du sac, i 3®

on peut obtenir : 33

* Un jeton blanc au ler tirage: X =1 ' R
—aC
Un jeton rouge au 1% et un jeton blanc au 2° tirage, donc :

X=2

° 2 jetons rouges'au ler et 2° tirage puis un jeton blanc au 3ieme tirage :
X=3.

Donc: X(Q)=41;2:3}

2) Déterminons la loi de probabilité de X :

Ona: CardQ = A; = 210

* Card(X = 1) = Al X A = 120 et puisqu’il y a équiprobabilité, alors :

S e
';J(X=2)=M£‘I‘Tx-ﬂ—}'—=%—
plx=3)=AFA_L
= = [T
p(X=2x) | 4 | 2 [ 1 |

3) Calculons 6(X): .
o(X) = V(X) = VE(X*)— (E(X)Y

OO =Y aiplx=x) =4+ 842 =3

r'=!

Il

 B(X) = Ex.p(x n) =G+ e

/26

Donc: g(X) = == 0,73

xercice &7
1) On tire simultanément 3 boules de l'urne U, donc chaque tirage est une
combinaison de 3 éléments parmi 9.

Donc: CardQ = Cs =
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a) Déterminons la loi de probabilité de X :
Ona: X=2n—4 ol n est le nombre de boules blanches parmi les boules
tirées.
Quand on tire 3 boules simultanément, on peut avoir :
1 boule blanche et 2 non blanches. X =2X1—-4=—2
2 boules blanches et 1 non blanche. X=2X2—-4=0
3 boules blanches. X=2X3—-4=12
3 boules non blanches. X =—4
Donc: X(Q)={—4;—2:0;2}
LB

—— =_._..5_-__-_._
pPX==4)=g3=43
Legyodindiun
plX==2)=""gq =
_Cexgis 5
pLX = 0)= g =t=qx

Xi -4 -2 0 2
p(X=x)| 3 10 5 1
42 21 14 21

b) Calculons E(X):
ST SRS Y e S
E(X)=D xp(X=x)= F—=1,33

]

2)
7® 4®3Q)
3Q) 2®

Lurne U, Lurne U,
e Calculons p(E)):
Aprés avoir tiré une boule de U, et mise dans U,, cette derniére contient
alors 10 boules dont deux sont rouge.
(car U ne contient aucune boule rouge).
Donc: p(E) = T% = Ig
e Calculons p(E»):

On considére les événements :
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B: «La boule tirée de U, est blanche»
N: «La boule tirée de U/, est noire»
Ona: E.=(E;NnB)U(E.NN)
Puisque les événements (K, N B) et (E.NN) sont incompatibles, alors :
p(E:) = p(E.NB)+ p(E:NN)
= p(B) X pu(E:) + p(N)px (E>)
(d'apres la loi des probabilités totales).

Done: p(£5) = (5 % 75 )+ (55 X 1) = 0,47

1) Calculons p(A) et p(B):
Toute distribution des 3 boules dans les 4 sacs est_un arrangement avec
répétition de 3 éléments parmi 4, donc: CardQ = 4° = 64

* Pour réaliser I'événement A : «un seul sac est vide, il y a 4 facons de choisir
le sac vide : Ci = 4; puis on doit placer une boule dans chacun des 3 sac
restant, il y a 3! fagon de faire le placement,

Donc: CardA = Ci; X3! =24

Dot : p(A) = (23?1 g

s Pour réaliser I'événement B: «un sac contient toutes les boules», il y a
Ci = 4 fagons de choisir le sac qui contenir toutes les boules, il y a 1 seule
fagon de placer les 3 bouies dans le sac choisi, donc: CardA =Ci= 4

D'oti: p(B) = 644 =1¢ = 0,0625
2) Déterminons la loi de probabilité de X :
» Les valeurs prises par X sont: 1; 2; 3.

Donc : X(Q) ={1;2;3}
 plX = l):P(A)Z‘%
+ p(X=3)=p(B) =15

Calculons p(X = 2):

* lére méthode :
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p(X=2)=1-(p(x=1)+p(X=3))=1%

e 2ieme méthode :

Pour réaliser I'événement (X = 2), on choisit 2 sacs vides parmi 4, il y a:
Ci = 6 facons de faire ce choix; on distribue aprés les 3 boules dans les 2

sacs restant, de fagon que chacun contient au moins une boule, ilya (2°—2)
facons de faire cette distribution.

Donc: Card(X =2)=Cix(2'—2)=36

une variable aléatoire

T

< Définition: ™
e Soit X une variable aléatoire associée a une expérience aléatoire sur un

espace probabilisé fini (Q,p); tel que X(Q) = {xi;x:x5;...; X, }
La fonction: R —[0;1]
F:x~ F(x)=P(X < x)

est appelée fonction de répartition de la variable aléatoire X
Représentation graphique d’une fonction de répartition

o x€ |00 ] = F(x)=0

e x € |ux]= Flx)=p(X=x)

e xE€ Janx]= F(x)=p(X <x)=p(X=x)+(X=x)

x € Jx;+oo[= Flx)=p(X<x)=1

ptps Y

|~

|

=
=~
5 L s I o e e
2
8

1 - Ny
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Exercices d’application :
iercice £13

la figure suivante est la représentation graphique de la fonction de répartition
fune variable aléatoire X

14~ r—
1/ )
§ = _-._..‘
H-—--—-”“_l_ 1 :
H ; i . ; H >
@ T ) T >
2 -1 T 1 2 3

1) Déterminer p(X < 2); p(X=0) et p(1 £X < 3))
1) Déterminer la loi de probabilité de X
3) Calculer I'espérance mathématique de X .

ercice &2

Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. (chaque boule porte un seul
numéro différent des autres portés par les autres boules). "

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

On tire, au hasard, simultanément deux boules de 'urne.

1)Soit X la variable aléatoire quia chaque éventualité {a; b} , associe le nombre:
(~1Y"" ol a et b sont le numéros portés par les deux boules tirées.

3) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Déterminer et représenter la fonction de répartition de X

))Soit ¥ la variable aléatoire quia chaque éventualité { . 1 , associe le nombre
-1y +(-1y

3) Déterminer la loi de probabilité de ¥

b) Déterminer et représenter la fonction de répartition de Y
{(x=1)

¢)Calculer P,

\

1) Déterminons p(X < 2); p(X=0) et p(l1 <X < 3)
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Soit F' la fonction de repartions de la variation aléatoire X
On a:
¢ p(X<2)=F(2)=%
e p(X20)=1—p(X<0)
- =1~F(0)
1

2

e
i
2
* Calculons p(l <X < 3)

Ona: (X<3)=(X<DHu(l<X<3)

Puisque les événements (X < 1) et (1 < X < 3) sont incompatibles , alors:
p(X<3)=p(X<1)+p(l £X<3)

Donc: p(1<X<3)=p(X<3)—p(X<1)

=F(3)-F(1)

BOj— |

f— W0

Info:

Sia<b,alors: (X<b)=(X<a)U(a<X<b)

Puisque les événements (X < a) et (a < X < b) sont incompatibles, alors
p(X<b)=p(X<a)+tpla<X<b)

Donc: p(a<X<b)=p(X<b)—p(X<a)

Dot: pla <X < b)=F(b)— F(a)

2) Déterminons la loi de probabilité de X

D’apreés la représentation graphique de la fonction ¥, on peut remarquer que:
X(Q)={=2;-1;1;3}

e p(X==2)=p(X<—1)=F(-1)=
° p(X=— l)=p(-“l <=L

=F(1)-F(-1)
| 1

2=
1

4
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ep(X=1)=p(1 X< 3)
=F(3)—F(1)
=6

p(X=3)=1—p(X<3)
=1-F(3)
3

On a donc le tableau suivant:

Xi
P(X - x,-)

=
Q= | —
(8]

|

3) Calculons E(X)
E(X) = 2 xp(X = x)
(ox el
S
12
Donc E(X) = 1—52— ~ 0,42

1) On tire simultanément deux boules de I'urne, donc chaque tirage est une
combinaison de 2 éléments parmi 4, d'oli CardQ = C; = 6

a) Déterminons la loi de probabilité de X

* Déterminons X(Q)

En considérant les nombres portés par les boules, la somme a+ b peut-étre
paire ou impaire.

-Si @+ b estpair,alors X =(—1)"=1

-Si @+ b estimpair, alors X =(—1)""=—1

Donc X(Q)=4{—1:1}

*Calculons p(X =—1)

Pour réaliser 'événement (X =—1) , il faut que ¢+ b soit impair c’est a dire
que les nombres a et b ne sont pas de méme parité.

Donc: Card(X=—1)=C}XCi=4
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Dol p(X=—1)= %— 2%—

* Calculons p(X=1)

Meéthode 1:

Pour réaliser 'événement (X = 1), il faut que @ + b soit pair, c'est a dire que les
nombres a et p soient de méme parité: Card(X =1)=Ci+C; =2

Donc p(X = 1)=%_=_:le

Méthode 2:

(X = 1) est I'événement contraire de I'événement (X =— 1) , donc:

p(X=1)=1—p(X==1)

33

On a alors le tableau suivant:

X , —l_l!.

| 1|
X=x)| 2 | L |
p(X=x) | < ‘ 3 z

|
|
|
|
|

i

b) Déterminons la fonction de répartition de X ;

R=[0;1] F:x— F(x)=p(X < x)

-Six € |-o0;—1] ,alors F(x)=0 -Sixel-1;1],alors F(x) =%
-Sixe |1;:+oo| ,alors F(x) =1

Représentation graphique de /

A
1 e —
| S
3 1
'Pﬁl
Y
| LA
1 1
" - —
.-.1 o i .1

2) a) Déterminons la loi de probabilité de Y

Pour tout nombres a et b de {1;2;3;4},
Ona: (1) e{-1;1}

-Si a et b sontpairs,alors: Y=(—1)+(=1)=2
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-Si ¢ et b sontimpairs, alors: ¥ =—2
-Si g et b ne sont pas de méme parité , alors: Y= 0
donc: Y(Q) =4{—2:0:2}

S 1 gy =CXC _4 _2
po=—dicrr=g SIUS0E o g
e e o D |

in obtient ainsi le tableau de la loi de probabilité de y:

Vi -2

0
§ix € |-o0; — 2} F(x) e 1 2
p(Y=y) 5 3

\|—

o) * Déterminons la fonction de répartition de Y
R—[0:1]

*amFlx)=ply<x)
§x€oo;—2LF(x)=0
Six € |-2;0] , alors : F(x) =%‘ -Si x € ]0;2] ; alors: F(x) = g—
Six € |25+ ool ; alors: F(x) =1
'Représentation graphique de F':

(X=1})
g Calculons P, .,

ma: (Y#0)=(Y=-2)u(¥Y=2),
donc si "événement (Y # 0) est réalisé, alors les nombres a et b sont de méme
prité, et dans ce cas, a+b est pair ; donc (—1)""" =1 et par conséquent

_ (x=1)
lénement (X = 1) est réalisé donc: P, ,, = |
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On consideére une expérience aléatoire a deux issues: succés S et échec §
de probabilités respectives p et | —p

On répete n fois de suite cette expérience dans les mémes conditions et de
facons indépendantes.

Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de succés obtenus au
terme des n épreuves.

On dit que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de parameétres n
et p.(Onnote: X © B(n;p)).

</ Propristési
Si X est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parametres n
et p , alors:
- ensemble des valeurs prises par X est: X(Q)={0:1;..;n}
- La loi de probabilité de X est donnée par: p(X =k)= C:p* A=pr"
pour tout k € {0;1;..;.n}
- espérance mathématique de X est: E(X)=np
- La variance de X est: V(X)=np(l —p)=E(X)(1 —p)
- "écart-type de x est: o(X) =/ V(X) = ynp(1 —p)

Exercices d'application’
317; (Lancer d’un dé)
On dispose d'un dé cubique non pipé (équilibré) dont les faces sont
numérotées : 1; 1; 1; 2; 3; 4.
On lance le dé 3 fois de suite. Soit X la variable aléatoire égale au nombre
d’apparitions d’'un nombre pair.
1) Déterminer la loi de probabilité de X .
2) Calculer E(X), V(X) et 6(X).

[FIEIY 38y (Tirage de boules)

Un sac contient 3 boules noires, 2 boules rouges et 2 boules vertes.
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Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

On tire au hasard successivement et avec remise 20 boules du sac.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’apparitions d’une boule
rouge.

1) Justifier que X suite un loi binomiale dont on précisera les paramétres.
2) Calculer la probabilité d’obtenir une boule rouge au moins une fois?

3) Calculer p(17 < X <19).

4) Calculer I'espérance mathématique, la variance et I'écart-type de X .

rercice £

Dans un jeu de lancer de fléchettes, Karim atteint la cible 3 fois sur 4.

Karim a procédé a 5 lancers sucéessifs d’une fléchette.

Les lancers sont 2 a 2 indépendanlfs.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois que Karim atteint la
cible.

1) Déterminer la loi de probabilité de X .

2) Quelle est la probabilité que Karim atteigne la cible au moins une fois?

3) Calculer la probabilité que Karim atteigne la cible deux fois exactement.
4) Calculer E(X), V(X) et o(X)

Exercice £11

Une urne contient 3 boules rouges, 2 boule blanches et une boule jaune.
Les boules sont indiscernables au toucher.

1) On tire au hasard successivement et sans remise toutes les boules de
furne. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges tirées
avant I'apparition pour la premiére fois d’une boule blanche.

a. Déterminer la loi de probabilité de X .

b. Calculer I'écart-type o (X).

2) On tire maintenant au hasard simultanément 3 boules de l'urne. On
répéte cette épreuve n fois de suite (n > 3) dans les mémes conditions (on
remet les 3 boules tirées dans l'urne avant de procéder a un autre tirage).
a. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 boules de couleurs 2 a 2 distinctes,
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(n—1) fois exactement?

b. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 boules de méme couleur au moins
une fois. On notera p, cette probabilité.

c. Calculer la probabilité d’obtenir seulement 2 boules de méme couleur 3
fois exactement.

d. Quelle est |a plus petite valeur de n pour laquelle p. > 0,99.

A Solutions \
| Exercice £Y]

1) Déterminons la loi de probabilité de X .

L'expérience dans cet exercice est une répétition d’'une méme épreuve
«Lancer du dé» 3 fois de suite dans les mémes conditions les épreuves sont
2 a 2 indépendantes et le résultat de chaque épreuve est soit S «obtenir
un nombre pair» soit S «obtenir un nombre impair». Les nombres portés
par les faces du dé sont : 1; 1; 1; 2; 3; 4, donc les nombres pairs qu’on peut
obtenir sont 2 et 4, d’ou p(S) = % = ,13*

La variable aléatoire X égale au nombre d’apparitions d’un nombre pai,
suit la loi binomiale de paramétres n =3 et p= :l,’-

Donc X(Q) ={0;1;2;3}.

et Vke{0;1:2;:3}; pX=h=e

woar

W=
e
mim ————

W - WS W=

e Pour k=0 : p(X=0)=C§'(

ePour k=1: pX=1=0}(3)%) =5
e Pour k=2 : p(x=2)=ci(1](%)=2.
«pour k=3 : p(x=3)=ci(3] (%) =2
K 0 1 2 3
PX=R | oy 5 5 27

2) Calculons E(X), V(X) et 0(X).

Puisque X © 3(3;%-) (X suit la loi binomiale de parametres 3 et %)
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dlors : o E(X)=np=3><%~=l

e VIX)=np(l—p)= 3xéx%=%

“ 6 =V = /2 = Y5 0,816
Grercice £

1) Justifions que X suite une loi binomiale.
R)(R) (V) (¥

N (N (N

Lexpérience dans cet exercice est un répétition 20 fois
de suite d’'une méme épreuve «tirer une boule, noter
sacouleur puis la remettre dans le sac» dans les mémes
conditions, les épreuves sont 2 a 2 indépendantes, le résultat de chaque
épreuve est soit S «obtenir une boule rouge», soit S «Ne pas obtenir de
boule rouge», la probabilité du succés est p = P(S) = 5

la variable aléatoire X égale au nombre d’apparitions d’une boule rouge
(c-a-d nombre de succes) suit donc une loi binomiale de parameétres n = 20

92
= 7
2) Calculons la probabilité de I'événement A «obtenir une boule rouge au

moins une fois».
Ona: A=(X=1)
Donc: p(A)=p(X=1)
=1-p(X=0);(car: (X=1)=(X=0))

-3
=1-(3)" = 0,99
Remarque: p(X = 1) = in:p(X= k).
3) Calculons p(17 < XSLII9)
ona: (17<X<19)=X=18)u(X=19)

les événements (X = 18) et (X = 19) sont incompatibles.
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Donc p(17<X<19)=p(X=18)+p(X=19)
(3 x(3) 3 <(5)
~1,6X10"

4) Calculons E(X), V(X) et 0(X).
Puisque X suit la loi binomiale de paramétres n=20

et p= %—, alors:  E(X)=np =20 >< 4‘}5}

S

e 0(X)=YV(X) = 10

| Exercice £%)

590

1) Déterminons le loi de probabilité de X .

LUexpérience dans cet exercice est une répétition d’une méme épreuve
«Karim lance la fleche» 5 fois de suite dans les les méme conditions, les
épreuves sont 2 a 2 indépendantes, le résultat de chaque épreuve est soit
le succés S «Karim atteint la cible» de probabilité p = p(S) = —2", soit §
«Karim rate la cible».

La variable aléatoire X égale au nombre de fois que Karim atteint la cible
suit donc la loi binomiale de paramétres n =5 et p= i—

Donc: X(Q)=1{0;1;2;3;4;5} et Vk € X(Q); p(X=k) = C} (%)& (%)H.
3)Calculons p(A) ol A est I'événement : «Karim atteint la cible au moins
une fois».

Ona: A=(X=1).

Donc: p(A) =P(X=1)
= 1-P(X=0)

)

3) Calculons p(B) ol B est I'événement : «Karim atteint la cible deux fois
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exactement».
OnasB=(X=2).
Donc: p(B) = P(X =2)
=l 3N (LY
=a(3) (1)
45
251

4) Calculons E(X), V(X) et 0(X).

Comme X suit la loi binomiale de paramétres n =5 et p = 2 .

gy
dlors: e E(X)=nXp= Sx—— q

VOO =mp(1—p) =2 X =12

° 0(X)=V(X) -Q— ~ 0,968.
biercice £
10n tire au hasard successivement et sans remise les | 5 o L; 'NJ 3R
6 boules de I'urne, donc l'univers Q est I'ensemble | '_ 2 B
des permutations de 6 éléments. {e_R _R y. @D
Donc : CardQ = 6! =720. T
X est la variable aléatoire égale au nombre de boules "= nl

rouges tirées avant |I"apparition pour la premiére fois d’une

boule blanche. Puisque I'urne contient 3 boules rouges, et qu’il est possible

que la premiére boule tirée soit blanche, alors X(Q) = {0;1:2:3}.

Calculons p(X = k) pour k €{0;1;2;3}.

(X=k) est I'événement : «obtenir une boule blanche pour la 1ére fois au

k™ tirage.

Pour k=0 ;

Réaliser 'événement (X = () c’est :

-Tirer une boule blanche au premier tirage et les 5 autres apres : @ (Le

nombre de cas est : A} X 5! qui peut s’écrire aussi A} X A; ou CiX A ou
x 5!).

ou
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- Tirer la boule jaune au ler tirage, puis une boule blanche au 2iéme tirage,
puis les 4 boules restantes aux 4 derniers tirages (JB....) (Le nombre de cas
est: Al X A} X 4! s’écrit aussi: C) X C) X A}

Donc : Card(X = 0) = (A3 X 5!)+ (Al X A} X 4!) = 288

D’ou, d’apres I’hypothése de I'équiprobabilité, (car le tirage est au hasard et
les boules sont indiscernables au toucher)

o _ Card(X=0) _ 288 _
pX=0)="=cri 720 5
Pour k= 1:

Réaliser I'événement (X = 1), c’est :

- Tirer une boule rouge au ler tirage, puis une blanche au 2ieéme tirage, puis
les 4 boules restantes aux 4 derniers tirages (®) (Le nombre de cas
est: Ai X A; X 4! s’écrit aussi: Ci X Cy X AL).

ou

- Tirer une boule rouge et la boule jaune aux deux premiers tirages puis
tirer une boule blanche au 3iéme tirage, puis les 3 boules restantes aux
3 derniers tirages : (RQD®)... ou D®@B)...) (Le nombre de cas est :
2 X (A} X A}) X A3 X 3!

(Coefficient de l'ordre des 2 couleurs rouge et jaune)

Donc: Card(X=1) =(AI1 X A} x41)+ 2 X (A} X Al) X A} X 3] = 216

o e Card(X=11) . 216 3
Dou: pX=1D)="—~ 15" =920 — 10
Pour k=2 :

Réaliser Ievenement (X=2) clest:
- Tirer 2 boules rouges puis une boule blanche ; (@@@ .) (Le nombre de
casest: Ai X A; X 31)

ou

- Tirer 2 boules rouges et la boule jaune aux 3 premiers tirages, puis tirer

une boule blanche, puis les 2 autres boules : (DR®®B).. ou ®DRB).
ou ®BD®B)..) (Le nombre de cas est : 3 X (A} X A]) X A} X 2!)
Donc: Card(X =2) = (Al X A} x 31)+ 3 X (Al X A}) X A} x 2! = 144

Card(X=2) _ 144 _ 1

Bou:p(X = Wigieiemas = 720 5
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Pour k=3 :

Réaliser I'événement (X = 3) cest :

-Tirer les 3 boules rouges aux 3 premiers tirages, puis une boule blanche au
dieme tirage puis les 2 autres boules : @@@@ (Le nombre de cas est :
AIX AL X 21)

ou

-Tirer les 3 boules rouges et la boule jaune aux 4 premiers tirages, puis
les 2 boules blanches au 5iéme et 6ieme tirage : (®®®@®. ou
RROE®B®B ou ®OB®RB® ou DRB®RB®) (Le nombre
decasest: 4 X (AIXAl)x2!

Donc : Card(X = 3) = A3 X Ay X 21+ 4 X (A3 X Al) X 21 = 72

05 ~ Card(X=3
vob: plx=3)=EEISH = Tk = 5

Onrésume la loi de probabilité de X dans le tableau suivant :

k 0 1 2 3
% 2. 3 A 5
pX=k) 5 10 5 00

b. Calculons o (X)

ona: o(X) = V(00 et V(X)=EX)—(EX))

Onah B0 = ka(x b=(0x%)+ (1><10) (2%
Z:fp(x O =(0x2)+(1x35)+(22x 1)+

Donc.V(X)~—2—lz=l

5)+(

i

(3x19)=1
)=2

1
(o

Dot : 6(X) =yV(X) = 1

Dans cette question, I'expérience est une répétition n fois de suite d’'une
méme épreuve : «tirer au hasard simultanément 3 boules de l'urne, puis les
remettre dans I'urne» dans les mémes conditions, les épreuves sont 2 a 2
indépendantes.
2. On considere événement : A «obtenir 3 boules de couleurs 2 & 2
distinctes en un seul tirage».

C XX

Ona: P(A) Cﬁ e - 10
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Donc, d’aprés la propriété des épreuves répétées, la probabilité que
I'événement A se réalise (n— 1) fois exactement au terme des n épreuves
est: Ci'(p(A)) ' X(1—p(A))
i _3._)3 I 'Z
=k ( 100 10
28 E >< 3::--I
10.1'1'

b. On considére I'événement B «obtenir 3 boules de méme couleur
en un tirage». Réaliser I'événement B, c'est tirer 3 boules rouges
simultanément»

donc p(B) =L 1

20
Soit H I'événement «obtenir 3 boules de méme couleur au moins une fois

au terme des n épreuves».

Ona: pH)=1-p(H)
=1-(1-p@)=1-(1-95) = 1-(55
Donc: p.=1 _(42%)*'

c. On considére I'événement C' «obtenir 2 boules exactement de méme
couleur parmi les 3 boules tirées».

Réaliser I'événement C, c'est :

-Tirer 2 boules rouges et une boule non rouge (Le nombre de cas est Ci X (1)
ou

- Tirer 2 boules blanches et un boule non blanche (Le nombre de cas est
Ci X Cs).

Donc: CardC = CiXCi+CiXCi =13

D'otr: p(C) = ,gg(cj% = %,_

Soit K I'événement «réaliser 'événement C trois fois exactement».
D’apreés la propriété des épreuves répétées on a :

p(K) = Cy(p(O)Y (1 —p(O)*
_nn=1)n—=2)X 13" X 7"

d. Déterminons la plus petite valeur de n pour laquelle p, > 0,99.
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Soit n un entier naturel tel que 1 > 3
ona: p.> 0,99 1 (55 > 0,99
= (55) <0.01
— ln(-é—-o- ] < In(0,01); (car la fonction In est strictement
croissante)

ﬁnln(-;%) < 1n(0,01)
In(0,01) 19
1n(0,01) _
or: wm(é%) ~ 89.78

Donc, la plus petite valeur de n telle que p, > 0,99 est 90.

_Exercices de synthese
Erercice L5}

Un sac contient 3 boules blanches, 2 boules noires et une boule verte,
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

Soit D un dé équilibré dont les six faces sont numérotées de 1 a 6.

1) On lance le dé D une fois.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:

A: «Obtenir un nombre pair»  B: «Obtenir le n°3 ou le n® 5»

2) On considere I'expérience suivantes:

On lance une fois le dé; s’il donne une nombre pair, on tire , au hasard ,
successivement et avec remise deux boules du sac, s’il donne le numéro 3 ou
5, on tire successivement et sans remise deux boules du sac ; et s'il donne le

n°1, alors on tire, au hasard, simultanément trois boules du sac.
On considere les événements suivants:

C: «Obtenir exactement deux boules de mé&me couleur»

D: «Obtenir au moins une boule blanche»

E: «Obtenir 3 boules de couleur différentes deux a deux»

a) Calculer px(D) b) Calculer p(E) et p(C)
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| Exercice £

- Une urne U, contient 2 jetons numérotées 1, et 4 jetons numérotés 2. Tous
les jetons sont indiscernables au toucher.

- Une autre urne U, contient 3 boules rouges et 4 boules vertes. Toutes les
boules sont indiscernables au toucher.

On tire, au hasard, un jeton de l'urne [,
1) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:
A: «Le jeton tiré porte le n® 1»
B: «Le jeton tiré porte le n® 2»
2) On considére I'expérience suivante:
On tire un jeton de l'urne U, et on note son numéro:
- Si ce nombre est 1, on tire une seule boule de 'urne U,
- Si ce nombre est 2, on tire simultanément deux boules de U,
Soit E,. I'événement : «obtenir n boules rouges exactement»
a) Montrer que p(E,) = }2-11 et p(F,)= 2—2]—
b) Calculer la probabilité que le jeton tiré de U, porte le n°1 sachant qu‘ona
obtenu une seule rouge de U, .

Exercice £F

Un sac contient 3 boules rouges, deux boules blanches et une boule jaune.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

1) On tire successivement et sans remise toutes les boules de I'urne.

Soit X la variable aléatoire égale au nombres de boules rouges tirées avant
I'apparition pour la 1ére fois d’'une boule blanche.

a) Déterminer la loi de probabilité de X .
b) Calculer o(X)

2) On tire maintenant , au hasard, simultanément 3 boules de 'urne. On
répéte cette épreuve n fois de suite

(n > 3) en remettant a chaque fois les 3 boules tirées dans I'urne avant
d’effectuer un nouveau tirage.

a) Quelle est la probabilité d’obtient 3 boules de couleurs différentes deuxa
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deux n — 1 fois exactement?
[En exprimera cette probabilité en fonction de n).

b) Calculer la probabilité p, d'obtenir 3 boules de méme couleur au moins
une fois.

¢) Calculer la probabilité d’obtenir exactement deux boules de méme couleur
3fois exactement.

d) Déterminer la plus petite valeur de I'entier naturel n tel que p, > 0,999.

beercice 471

On considére deux urnes U, et U, ,

-lurne U, contient 3 boules noires portant le numéro 1 et deux boules
blanches portant le numéro 2.

-L'urne {J, contient 4 boules noires numérotées 1;1;2;2.

En considére I'épreuve (E) «on tire une boule de U, et une boule de U>en
méme temps»

1) Calculer la probabilité de chacun des événements:

A: «Obtenir deux boules portant des numéros différents»

B: «Obtenir deux boules de couleur différentes»

2) Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe la somme des
nombres portés par les deux boules tirées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Calculer E(X)

3) On répete l'épreuve (E) cing fois de suite en remettant chaque boules
dans son urne avant d’effectuer un nouveau tirage.

Quelle est la probabilité d’obtenir 3 fois exactement deux boules de couleur

différentes?

EXEEEF 45 Proba et suite

Un gardian de but est choisi aprés plusieurs testes, entre autres, les
pénaltys.
Aprés une série de pénaltys, du gardian Ahmed , on a constaté que:
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- Si Ahmed retien un pénalty, la probabilité qu’il retienne le pénalty suivant
est 0,8.

- Si Ahmed ne retien pas un pénalty, la probabilité qu’il retienne le pénalty
suivant est 0,6.

- La probabilité qu’il retienne le ler pénalty est 0,7.

Soit A, I'événement: «Ahmed retien le néme pénalty»

1) a) Donner les probabilités suivantes: p(A)) ; pa(A.) et pi(Aa)
b) Calculer p(A...NA,) et p(A...NA.) en fonction de p(A,)

c) En déduire que:

p(Au) = 0,2p(A,) + 0,6

2) On pose pour tout n € N* ; p,=(A,) et u,=p,— 0,75

a) Montrer que la suite (u,),., est géométrique

b) En déduire u, et p, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de la suite (p.),., et interpréter le résultat obtenu.

 Exercice £13

Soit n un entier naturel tel que n = 2.
On considere n sacs S;55;...;5, tels que:

le sac S, contient 2 boules noires et une boule blanche ; chacun des autres
sacs contient une boule blanche et une boule noire.

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On considére I'expérience suivante:

On tire un boule de §, , on la met dans S, , puis on tire une boule de §, etl
met dans S, et ainsi de suite jusqu’a S,

On désigne par S, I'événement : «La boule tirée de E; est blanche»

Pour tout K entier naturel tel que: 1 <k <n on pose pi = p(E.)
1) a) Calculer: p, et p,
b) Montrer: piy) = -%-pk +%~ pour tout k €{1;2;...;n}

2) Soit (u.),s, et (v.),, les suites définis par:
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W=

[ul =
etv,= u,,*-lz— pour tout n € N'

{ 1 1

|un+l A ’3““n+§- sn e N'
a) Montrer que (v,),., est une suite géométrique

b) Montrer que la suite () est convergente et déterminer sa limite.
3) Dans cette question, on suppose que # = 10

Déterminer les valeurs de k pour lequelles on a: 0,4999 < P, < 0,5

Un sac contient une boule blanche et une boule noire.

On procéde a une succession de tirage de la facon suivante:

On tire, au hasard, une boule du sac, on la remet dans le sac et on ajoute
une boule blanche dans le sac avant d’effectuer un nouveau tirage, et ainsi
de suite....

Soit P, la probabilité d’obtenir une boule blanche au nieme tirage.

Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

D B
1) Montrer que: P, = T

2) Montrer que la suite (P,),., est croissante.
3) a) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que: 1 — P, < -21—0

b) Donner une interprétation de ce résultat dans le contexte de I'exercice.

xercice £13
Une urne contient 5 boules noires et 5 boules. Toutes les boules sont
indiscernable au toucher.

On tire , au hasard, successivement et avec remise n boules de l'urne
(n=2)

On considére les événements ;

E «Les boules tirées ne sont pas de méme couleur»

F «Obtenir au plus une boules blanche»

1) Montrer que: P(E)=1 _TET;_

P(Fy=135" et p(ENF) =2
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2) Montrer que les événements £ et I sont indépendants si et seulement
si2"'=n+1

3) On considére la suite numérique (u,),., définie par:
(vneN—-{1}D;u.=2""-(n+1)

a) Calculer u, ; u, et s

b} Montrer que la suite (u,),., est strictement croissante.

4) Déterminer les valeurs de I'entier naturel n pour lesquelles les événements

E et F sont indépendants.

| Exercice £:T]
Un sac contient 60 boules blanches et 40 boules noires. Toutes les boules
sont indiscernables au toucher.

On considere I'expérience suivantes:

On tire successivement et avec remise, une apres l'autre, les boules du sac
jusqu’a ce qu’on obtient une boule blanche et le tirage s’arréte.

Partie 1:
Dans cette partie, on fait au plus 4 tirages.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
obtenir une premiére boule blanche.

On considere que X = 0 si, aprés 4 tirages , on n‘obtient pas de boules
blanches.

1) Calculer p(X = 0)

2) Calculer p(X = k) pour tout k €{1;2:4}

Partie 2:

Dans cette partie, on fait au plus »n tirages {ou n € N")

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
obtenir une premiére boule blanche.

On considére que Y =0 si, aprés n tirages, on n‘obtient pas de boules
blanches.

1) Calculer p(Y = k) pour tout k € {1;2;3;..;:n}.

2) On considere le polynéme
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P(x)=1+2x+3*+..+nx""'; neR
Montrer que E(Y) = 3—?(2-)

5%\5
3) Montrer que: E(Y) = —g—— (n + %) X (%)"
(On calculera d’abord P(x) en fonction de x et n)

On considere deux urnes U, et U, contenant chacune n boules numérotées
de 1a n.Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

On tire, au hasard, simultanément une boules de U, et une boule de U,.

Soit X la variable aléatoire égale au plus grand des nombres portés par les
boules tirées.

1) Calculer p(X < k) pour tout k € {1;2;...;n}
2) Montrer que: (V € k{1;2;...n}) ; p(X =k) = l’kni—zl

On considére n— 1 urnes U;Us;... U, ot n €N telque n=>3

lurne U, contient k boules noires et n—k boules blanches ol
ke{l;2:.;n—1}

On admet que la probabilité de choisir I'urne U, est P = e T
n=1 g

1) Vérifier que ), P =1
k=1

2) On choisit , au hasard, 'une des urnes et on en tire successivement et sans

remise toutes les boules qu’elle contient sauf deux.

3) Calculer la probabilité que les deux boules restantes dans 'urne soient
noires.

b) Calculer la probabilité que I'urne choisie soit j, sachant que les deux
boules restantes sont noires.

3) On considére maintenant 'expérience suivante:
On tire une boule de l'urne U,

-Si la boule est blanche , on la remet dans U, , puis on tire une boule dans
furne Us.

-Si la boule tirée de U, est noire, on la remet dans U, et on vide 'urne U,
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dans U,, puis on tire une boule dans J, ;
On continue ce procédé en passant de l'urne {, a l'urne U, .
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:

A: «tirer une boule blanche de U,-, sachant que toute urne U; est vidée dans
Ui\ pour tout».

ke{l;2;..:(n—2)}
B: «toute urne U, est vidée dans 'urne U, pour toutk €{1;2;3;..;(n—2)p»

1
1) Calculons p(A) et p(B)
Ona: A={2;4;6} et B={3;5}
Puisque le dé n’est pas pipé (équilibré) , alors, p(A) = % = 12*
et p(B) = % = %

2) a) Calculons P (D)

Pour réaliser 'événement D sachant que le dé a donné le numéro 3 ou 5 (un
nombre impair), on tire successivement et sans remise une boule blanche
parmi 3 et une boule non blanche parmi 3 (en tenant compte de l'ordre); le
nombre de ces choix est: 2 X (Al X A}) = 18

Ou en tire successivement et sans remise 2 boules blanches parmi 3 ; le
nombre de ces choix est ; AT =6

I 1 2
DOI’]C: R,(D)‘: Z(A_tan)“l"A} ="§__= 0,8

Aé
b) Calculons p(E)

Pour réliser I'événement £ «obtenir 3 boules de couleur 2 a 2 distinctes»,
il faut que le dé donne le numéro 1 et qu’on tire simultanément 3 boules de
couleur différentes 2 a 2.

Soit F l'événement : «Le dé donne le n®1»

p(E) =p(ENF) = p(F) X p:(E)

| all all
Donc p(E) = -}5 X gii%—;-l(—c—k = Qlﬁ
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Calculons p(C)
(€)= p(CnA)+p(CnB)+p(C nﬁ)

-Si le dé donne un nombre pair, alors on tlre successivement et avec remise
deux boules du sac ; dans ce cas, la probabilité d’obtenir deux boules de méme
couleur
est: Po(C)= 32+§;+ & 1';

-Si le dé donne 3 ou 5, alors on tire successivement et sans remise deux

boules du sac, dans ce cas , la probabilité d’obtenir deux boules de méme
Ait+A; 4

couleur est P5(C) = 5" = 1=
16

-Si le dé donne le numéro 1, alors on tire simultanément 3 boules du sac,
dans ce cas, la probabilité d’obtenir deux boule exactement de méme couleur,

CGXCIECEX eI 13
G =i

Donc, d’apres la loi des probabilités totales,
P(C)= P(A) X P,(C) + P, (C) + P(F) X P:(C)

(b)) (b )

est: P-(C)=

1) Calculons p(A) et p(B) :
Curne U, Vurne U,

OO O | ®®®
® @ @ DOOD

pA)=2=1

P(B)=p(A)=1-p(A)=7%

2) Schématisation de I'expérience par un arbre de probabilité
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Dans [/,

R
Tirage d’une
%’ A boule de {J,
Tirage dans (J, &
. - RR
2 Tirage de 2 boule
3 B RV<¢  simultanément
vy de U,

a) Montrons que p(E) = %_g

Pour réaliser 'événement E, , il faut :

- Tirer un jeton portant le numéro 1 (événement A), puis tirer une boule rouge
de Uz.

ou

- Tirer un jeton portant le numéro 2 de 'urne U, (événement B), puis tirer
simultanément de l'urne > une boule rouge et une boule verte.

e Si on tire une boule de l'urne U, , la probabilité d’obtenir une boule rouge

est 1 On note C cet événement: P(C) = %

* Si on tire simultanément 2 boules de U, la probabilité d’obtenir une seule
1l 5% 1

boule rouge parmi les deux boules tirées est: —-Q-C?C-‘i = % On note D cet

événement: P(D) = f}—*

Donc: p(E)=p(ANC)+p(BND) etpuis A et C sont lié a deux épreuves

indépendantes ainsi que B et

D, alors p(Ei) = p(A)X p(C)+ p(B) X p(D)

(bx3)e(3x8)- 4t

15
|
* Montrons que: p(FE.) = 22[_

o) —

Donc: p(E) =

Pour réaliser I'événement F, «obtenir exactement 2 boules rouges», il faut

tirer un jeton n°2 de l'urne U, puis tirer simultanément deux boules rouges
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de 'urne U/, ; donc:

G2
pE:) = p(B) X &7 =

21
b) Calculons pg (A)
P(ANE) _ P(A)X Pi(E)

P:(A) =

P(E) ~—  P(E)
p(E)=p(C)=3
s
=i >< e
donc: P, (A)= 311 A %
21
frercice 4%

.0r: p(A)= é— ; p(E)= ;i

1) On tire successivement et sans remise toutes les boules 3 ®

du sac, donc chaque tirage est une permutation de 6
édéments , donc CardQ = 6! = 720 (ou Q est l'univers des .

éventualités)

3) Déterminons la loi de probabilité de X

2(B) 10,

Puisque le nombre de boules rouges dans le sac est 3, alors le nombre maximal

de boules rouges que l'on peut tirer avant I'application d’une premiére

boule blanche est 3 et comme la 1ére boule tirée peut étre blanche , alors:

X(Q)=1{0;1;2;3}
*Calculons p(X = k) pour tout k €{0;1;2;3}

s Pour réaliser I'événement (X = 0) , il faut:

-Tirer une boule blanche parmi 2 du lier tirage puis les 5 boules restantes,

[fordre est important) donc: le nombre de ces choix A3 X 5! = 240,

ou

-Tire la boule jaune au 1er tirage, une boule blanche au 2iéme tirage puis les

tboules restantes donc le nombre ces choix est: A} X A} X 4! = 48

Donc: Card(X = 0) = A} X 5! + (Al X A1 X 4!) = 288

it puisqu’il y a équiprobabilité , alors:
Card(X=0) _ 288 _ 2

PAX=0)===re 30 5

=0,4
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e Pour réaliser 'événement (X = 1) , il faut:

- Tirer une boule rouge au ler tirage et une boule blanche au 2éme tirage

puis les 4 boules restantes, le nombre de ces choix est: A: X A} X 4! = 44
ou

Tirer une boule rouge et une boule jaune au deux premiers tirages, puis tirer
une boule blanche au 3ieme tirage et les 3 autres boules restantes apres ; le

nombre de ces choix est: 2(A3 X Al) X A} X 31 =72

Dou: p(X=1)=30=7-=0,3

» Pour réaliser I'événement (X =2) , il faut avoir: (J;R;R;B;....,..) ou
(R:J;R:B;...) ou (R;R:J;B;....) ou

(R;R;B;...)

Donc: Card(X = 2) = (A3 ><A')>< 3 X A} % 2! +(Af x Ay X 31)

Doli: p(X=2)= I]g?) =0,2

e Pour réa!iserlevenement (X =3) ilfaut:

- Tirer les 3 boules rouges suivie d’une blanche puis les autres restante ; le

nombre de ces choix est:
AT X A X 2! =
ou

- Tirer la boule jaune et 3 boules rouges puis les deux blanches au 5ieme et
6iéme tirages le nombre de ces choix est: 4 X (A} X A}) X A} = 48

Donc: Card(X=3)= 172
Dot p(X =3) = 755 =15 = 0.1
On résume la loi de probabilité de x dans le tableau suivant:

X 0 1 2 3
p(X=x) 0,4 0,3 0,2 0,1

-

b) Calculons o(X)
a(X) =yv(X) ou w(X)=E(X*)—(E(X)y
s E(X):ZI:X:' P(szf)z 1
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YR = ix?p(x =x)=2
Donc o(X) = VE(X?)—(E(X)) = 1

2) On considére I'épreuve «tirer simultanément 3 boules puis les remettre
dans le sac»

On répéte cette épreuve n fois de suite dans les mémes conditions, les
épreuves sont indépendants.

a) Calculons p(A)

ol A est I'événement «obtenir 3 boules de couleur différentes 2 a 2 en un
seul tirage»

1 1 1
dna (= SLixa 3

c’ 10
Donc, d’apres la pro;::riété des épreuves répétées, la probabilité de réaliser
I'événement A , n— 1 fois exactement est:
C % (p(A)Y ! X (1 — p(a)) = 1823
b) Calculons P,
Soit B I'événement «obtenir 3 boules de méme couleur en un seul tirage»

B 1S
P(B)‘— C: 70

Donc,d’apréslapropriétédesépreuvesrépétées, laprobabilité quel’événement
B ne soit réalisé aucune fois est: Ci(P(B))* (1 —P(B)) = (%)r

Donc: P, = 1 *(é—%)

¢) Calculons p(C)

ol C est I'événement : «obtenir deux boules exactement de méme couleur
en un seul tirage»

Pour réaliser I'événement C , il faut:

- Tirer deux boules rouges (parmi 3) et une boule non rouge (parmi 3) ; le
nombre de ces choix est:

GXCi=9

ou

-Tires les deux boules blanches et une boule non blanche ; le nombre de ces
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choixest: C; X Cy =4

Donc: CardC = 13

D'oli: p(C) = 13—-%% ;

Donc, d'aprés |a propriété des épreuves répétées, la

probabilité de réaliser I'événement C 3 fois exactement est:
CHp(CP) % (1= ple)y = BA= DX LX T

d) Déterminons la plus petit valeur de n telle que P, > 0,99

Soit n€ N telque n > 3

o ($)n< 0,01 ;
& nln(%) < In(0,01)

(car la fonction In est strictement croissante sur ]0; + ool )

1n(0,01) 19 19
> i (19) ; (car ln(20)< Ocar 0 < 20 < 1)
20
or: ln(()lg'l) ~ 89,78
'“(20)

Donc: 90 est la plus petite valeur de n pour laguelle £, > 0,999

Exercice £/iV.18

1)  Calculons p(A)

On considére les événements suivants:

E, «Tirer une boule numéroté 1 de U, »

E,: «Tirer une boule numéroté 2 de {/, »

Fi : «Tirer une boule numéroté 1 de U, »

I : «Tirer une boule numéroté 2 de U, »

A «Tirer deux boules portant des numéros différents»
Ona: A=(ENE)U(ENER)
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Puisque les événements (E.NFE) et (E.NF) sont incompatibles, alors
p(A)=p(ENE)+p(E:NF) _
et puisque E, et F. sontindépendants ainsi que k£, et F, alors
p(A) = p(E) X p(E:) + p(E:) X p(F)
=(3x2)+(5x1)=1
Donc p(A) =é—
» Calculons p(B)
Réaliser I'événement B , c'est tirer une boule blanche de U, et une boule

noire de U, (car 'urne U, ne contient que les boules noires).
Donc; p(B)= g 3¢ % =%
2) a) Déterminons la loi de probabilité de X

Lavariable aléatoire X associe a chaque tirage, la somme des nombres portés

par les deux boules tirées ; donc X(Q) = {2;3;4}

o (X=2)=EnNRF

Donc p(X=2)=p(E)Xp(F)= g X i - T3_

(X=3)=(EnE)U(E.nEF)=A

Dot p(X=3)=p(A)=0,5

(X=4)=EnNF

Donc p(X =4)=p(E:NE) = ; =052

On résume la loi de probabilité de X dans le tableau suivant:
_x [2[3 4]

¥ 1] 3 ] |
p(Xx=x)03] 05 ! 0,2 |

b) Calculons E(X)
B(X) =D xp(X =) =29
3) Soit H I'événement:

«Obtenir 3 fois exactement deux boules de couleurs différentes»
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Réaliser I'événement /1 , c'est réaliser I'événement B trois fois exactement
quand on répéte I'épreuve (£) 5 fois de suite dans les mémes conditions, et
puisque ces épreuves sont 2 a 2 indépendants, alors, d’aprés la propriété des

2

éprouves répétées, p(H)= Ci(p(B)) x (1 —p(B))

144 _

Dot p(H) = 635 = 0,23

&Y 45 (Proba et suite)
1) D’apres les données de |'exercice, on a:
p(A)=0,7
pa(An1) = 0,8
pr.(Aui) = 0,6

l‘arbre pondéré suivant résume les données de 'exercice:
Le (n+ 1) ieme pénalty |

5 e
Le n® pénalty 0_’8 ~ I
A<
P.r:.. ¥ .\\"\\. .
P 2 / "m___ /Tu-'l
<
\\\_‘ . F Au+l
ey RS 0’6
" ‘\\\.
0N —
A An-ll

b) e Calculons p(A...NA,) et p(A,..NAL)
* p(AH"l N Aﬂ) = P(An) X p.-'u«(Aull) 5 Oagpn
=0,6—0,6p,
‘U(An-i-l n An) = ‘U(An) X pal..(Au-H)
=(1—p.,)%x0,6
c) Déduisons p(A,.) en fonction de p,

A,,-: — (A,.. | ﬂA,,)U(A,;-l 1 ﬂ?fn)

(Car A, et A, forment une partition de l'univers)
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Donc: p(An+I):])(A| 1nA }+p(An+lnA_u)

_0 8 u+0 6"0 6 '
Dol purs = 0,2, + 0.6 o

2) Montrons que (u,),., est géométrique soit n € N'
Uyry = Pyry — 0.75

=0,2p.+0,6 —0,75

=0,2p,— 0,15
_0;15
= 0,2(1.7,. 0,75)

=0,2u,
Donc: (Vn € N°) ; w1 = 0,2u,

D'ot (u.),., est une suite géométrique de raison ¢ = 0,2 et de premier
terme

—=0,75=0,7-0,75=0,05
b) Déduisons u. et p, en fonction de n

Puisque (u,),., est une suite géométrique de raison ¢ = 0,2 et de premier
terme u;, =— 0,05 , donc:

(vneN") ; u,=uxXqg""

Dou: (Vne N°) ; u,=— 0,05 x%(0,2)""

Or u,=p,—0,75 ,donc p,=u,+ 0,75

Dou: (vne N’) ; p.=—0,05x%(0,2)"'+0,75

¢) Déterminons la limite de la suite (2,),.,

ona: (vneN’) ; p,=—0,05%(0,2)"'+0,75
Puisque —1 < 0,2 < 1, alors 1im(0,2)"'=0

=t

Donc: limp, = 0,75

neta

Interprétation: ltmp =0,75= 2 , cela veut dire qu’aprés un trés grand
nombre de pénalty , Ahmed va retenir 3 pénalty sur 4, soit 75% des penalty

ce qui représente un grand exploit pour Ahmed.

|
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Imf@g (Proba et suite)
1) a) Calculons p; et p,
e [, est'événement «La boule tirée de S, est blanche»
Puisque S; contient 3 boules dont une seule est blanche, alors p(E;) = %
Dol p = %
e Calculons p»
E:=(E:NE)U(E:NE))
Donc: p(E:) = p(E;NE)+p(E.NE)
-=p(E) X pi +p(E) X p’
(<3 3xd)-3
Doii: P, =g
b) Montrons que P, = é—ﬂ +*:1;—
Soit k € {1;2;3;...;n}
On a: Exo = (B NE)U(Eva N E)
Donc: p(Ei) = p(E:NEi)+ p(EiN Exsy)
= p(Ex) X pr(Ein ) + p(E+) X pr.(Es)
- px3 +-p)x
Donc: (Vke{l1;2;..;n}) ; pii = %—pk +%
2) a) Montrons que (v.),5, estune suite géométrique

Soit ne N’

’
= 1
Vo1 = Upsy _"2_

1 )|

g g g
i, i
356
Sy S
= 3w 2)
:_%'vn
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Donc: (VneN') ; v = %vn

D'ot (v,),., est une suite géométrique de raison g = _l’— et de premier terme
| M e |

W lisai=a Cae e
b) Montrons que la suite (u,),., est convergente.

Ona: (VneN’); v,=nwXqg""
Donc: (Vne N°) ; v, =—% X (%— = =—% X (% )"
Dou: (Ve N') ; u,.-———éx(:l-,;)n+é (car u, = é-)

¢ Puisque —1 < % < 1,alors llm(%)"=

n—=too

: S
Donc limu, = 0

la suite (#.) converge donc vers %
3) Dans cette question n = 10
Déterminons les valeurs de k pour lesquelles 0,4999 < p, < 0,5
Puisque: p, =% et pin = %—pk+ 13
Don: px = u, et par suite ;
SR e
) ><(3) i)
oyl
1 k
»0=(%) =2x10
' 4
(%)) s m@x10%)

ok ln(%-) <In(2x 10

i k}_m(zx 107*)
7 In(3)

In(2x107)
or, 1 <k<10 et — S ~7.753

Donc k € {8;9;10}
Conclusion:

0,4999 < p: < 0,5  k € {8;9;10}
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| Exercice 47

1) Montrons que: p, = ;;_%1‘

Puisque le sac contient au départ une boule blanche et une boule noire, et
puisqu’on ajoute une boule blanche aprés chaque tirage, alors, aprés (n— 1)
tirages, le nombre de boules blanches dans le sacest (n—1)+1=n etle

nombre total de boules dans le sac est n + |
Donc, d’apres I'hypothese de I'équiprobabilité , p, = ﬁ_f

2) Montrons que la suite (p.),., est croissante soit n € N’

St s LR B I e,
Ona: puvi —pu= s e (n+2)(n+ 1)

Donc: (Vn € N°) ; pua > pa

La suite (p,),., est donc strictement croissante
3) a) Déterminons le plus petit entier naturel n tel que: | —p, < 2]—0

Soit ne N’

I n 1
L=p=o0 =1 nri =720
o
n+1 =20
entl=22
en=>19

g

=

Donc 19 est la plus petite valeur de n tel que 1 —p, = 71(7
b) Interprétons ce résultat

P, est la probabilité d’obtenir une boule blanche au niéme tirage, donc
| — p, est |a probabilité d’obtenir une boule noire au nieme tirage
Le résultat de la question 3) a) veut dire que la probabilité d’obtenir une

boule noire est inférieur ou égale a @% a partir du 19ieme tirage.

Exercice 4T

1) Montrons que p(E) = 1 ——2—1—-.
On tire successivement et avec remise n boules de 'urne qui contient 10

boules, donc chaque tirage est un arrangement avec un arrangement avec
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répétition de n éléments parmi 10, d'ou ; CardQ = 10" (ot Q est I'univers

associé a cette expérience aléatoire).

LUévénement £ est I'événement contraire de I'événement A «toutes les

boules tirées sont de méme couleur».
On considére les événements:
N : «Obtenir n boules noires»
B: «Obtenir n boules blanches»
Ona: A=NUB
Donc: p(A)=p(N)+p(B) (car N et B sontincompatibles)

Or:
p(N)= 150-, = 7[ =p(B) et p(E)=1-p(A)
Nlors: p(E)=1-2X7s =1~

 Montrons que p(F)= 1 %-,,f—l-

Soit B, I'événement «obtenir une seule boule blanche parmi les n boules
tirée»

Ona: F=NUB, , et puisque les événements N et B, sont incompatibles,
alors: P(F)=p(N)+p(B,)

ol (XS X ST
= 2” + IO.-J
=dan
= n + 2;:

Donc p(F)= —l—zt,.-’i

» Montrons que p(ENF) = %
Remarque: N F = B,

Donc: p(ENF)=p(B) = é?;r-

2) Montrons que: ( £ et I indépendants) & (2" '=n+1)
Soit ne N'—{1}

(E et F sontindépendants) « p(ENF) X p(E) X p(F) (*)
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(*) ¢>n=(l—§%:7)><(l—n)
NPT TR 5 S T
T 1. =% +n
&2 =1+n

3) a) Calculons u; ; us et u,
(VvneN'-{1}D;u.=2""—(n+1)
Donc: u,=2—-3=—1
u; =0
Us =3
b) Montrons que (u.),., est strictement croissante.
Soit ne N'—{1}
U =t =(2"=(n+2))=(2""' = (n+1))=2"~1
nz2=n—121
=2"'22
=2 =121
Donc: (Vne N'—{1}) ; w1 > u,
La suite (u,),., est strictement croissante.
4) Déterminons n pour que £ et F soient indépendants
Soit ne N"—{1}
(E et F sontindépendants) « 2" = p+ |
S U=0
D’aprés la question 3)ona: u. # 0, us = 0 et us # 0 et puisque la suite (u,),.,
est strictement croissante, alors; (vneN) ; n=>24=u, #0
Donc: u,=0en=3

D'ou: E et F sont indépendants si et seulementsi n =3
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Partie 1:

Arbre pondéré associé a I'expérience relative a la partie 1:
4°Tirage

NG B 'Le tirage s'aréte
~ 7 Le tirage s'aréte
1) Calculons p(X =0)

'événement (X = 0) est 'événement «obtenir 4 boule noires»

ponc: p(X =0)=(%) =& = 0,0256

2) * Calculons p(X =1)

Uévénement (X = 1) est 'événement:
«obtenir une boule blanche au 1er tirage»
Donc: p(X=1) =%

* Calculons p(X = 2)

Réaliser 'événement (X = 2) c’est tirer une boule noire au ler tirage et une

boule blanche au 2° tirage

ponc p(X=2)=%x 3 =2 = 0,24

* Calculons p(X = 3)

2
x=3)=(3) x3= =00

£l
o= 00=(3) 3= B = 003

Partie 2: Dans cette partie, on fait au plus »n tirages (ot n € N')
1) Calculons p(Y = k) pour tout k € {1;2;...;n}

Calcul de probabilités
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Réaliser 'événement (Y = k) , c’est tirer que des boules noires au (k— 1)
premiers tirages et une boule blanche au k' tirage , donc:

k=1 k=1
p(Y=k)= (%) % g— = -3~x§?-.— - pour tout k €{1;2;3:.....;n}
2) P(X)=142x+3+..+nx"" ; xeR
Montrons que E(Y) = %P(%—)
E(Y)=2 kX p(Y=k)
k=1

-3xrfl
D'ou: E(Y)= %— X p(%.)

Remarque: p(Y=0)= (%) , mais le calcul de p(Y = 0) n’est pas nécessaire

pour calculer £(Y)

(car: 0 X p(Y=10)=0).

3) Montrons que: E(Y) = -g— — (n + _:5;) X (%)
Calculons P(x) en fonction de x et n

On remarque que la fonction polynomiale P est la dérivée de la fonction
Fxvw l+x+xi4 ...+

e ] |
or: (vxe R—{1}); 1 +x+x2+....+x“=-l—l-_%a-

Done: P(x) = f/(x) = — At 1’1 —x) +{1 — &™)

(1-x)
Dot (Ve e R={i}) ; Pla) = 2 (”(l'n—+x;?')xiﬂ

D’apreés la question 2), E(Y) = 7_35' % p(%)

or: 7(2) = o(2) -~ x(3) +1

(3)
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| +n(%—)”— (n+ l_)>< (%)‘
(3)

= -f-‘;—'l +n( % )I “(_” ® 1)( )]

Donc: E(Y)= g

Dou: E(Y) = % = (ﬂ i %) 4 (%)

[Exercice £
1) Calculons p(X < k) pour tout k € {1;2;...;n}
Soit k €{1;2;...;n}
Pour réaliser I'événement (X < k) , il faut que chacune des deux boules
tirées portent un numéro inférieur ou égal a k ; et puisque dans chacune
des urnes, il y a k boules qui portent un numéro inférieur ou égal a k alors,
Card(X=k)=CiX Ci =k
Or CardQ = C, X C) = n’ et il y a équiprobabilité (car le tirage est au hasard
, et les boules sont indiscernables au toucher).

Donc: p(X <k)= ﬁ—

2
Dlob: (Vk €{1;2;3;...,n}) ; p(X < k)= %

2k=1
n’

2) Montrons que: p(X = k)=

Soit k €{1;2;...;n} ,
2
On a: p(XSk)=%

-Sik=2;alors: p(X=k)=p(X<k)—-p(X<k—1)

2 _1 2
Donc p(X=k)=~E’—z—~(%n2 i 2kn2 1
2
-Sik=1,alors p(X=k)=p(X= 1)_—..}15.:#
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2k—1 Zxl=1_.1
T 2 —

On remarque qu’il s’écrit aussi sons la forme -'*‘n"r"‘ (ca " ;i'.z'}
: I Sy 2R
Donc: (Vke{1;2;..;n}) ; p(X=k)= G

Exercice 38
n=1
1) Vérifions que: Z FP=1

k=1

Soitne N ,telque n=3

Ona: pi= 2k Ty Pour tout k € {1;2;....,n}

n(n—

I
=
—
=
| (RS ]
—
et
==

n=1
Donc: ZH =1

k=1
2) On tire successivement et sans remise n — 2 boules de 'urne choisie, donc

chaque tirage est un arrangement sans remise de (17— 2) élément parmi n ,
d’ol CardQ = A}

On considére les événements suivants:

U, «Choisir l'urne U, »

N «Les deux boules restantes dans I'urne sont noires»

a) Calculons p(N)

Les événements U, ; Uy;...;U,-, forment une partition de l'univers, donc

d’apreés la loi des probabilités totales,

n—l

p(N)= Z p(U) X P.(N)

n=1
=Y P XPu(N)
k=1

On a: Pk=——~2—k"

n(n—1)
e Calculons P, (N)

L'urne U, contient n boules donc k exactement sont noires ; donc pour que
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les deux boules restantes aprés tirage de

n— 2 boules soient noires , il faut que parmi les n — 2 boules tirées, il y a
exactement k — 2 boules noire (les autres boules sont blanches leur nombre
est n—k)

2
Donc: pu(N)= '"°XAAW>$(f1 -k)!
(n-2)1
% (k 2)' X(n k)
I
° A 21 _%
vt = _%!.
(n—2)!
'''''' X k!
, (k—2)! k(k— 1
k(k—l
DONC: Ay —=S"___&f
p(N)= _ Zn(n— e
_, —E_.Z(k’ﬁ_k?)
il | n=1
T (nwl‘lz(‘ 1k mk")
Et puisque:
=1 g nwn— ’ | n(n_ l)(zn— 1)
Donc

S St il —1)“ (n—1)2n—1)
;k_ 3 n n _m S

= ﬁ(i’- (30’ = 3n—4n+2]
= ﬂi’};ll('; ~Tn+2)
= 59{5—12(1 2)(3n—1)

2 E(_”

(n—=2)3n—1)
6n(n—1)

Conclusion: p(N) =

Calcul de probabilités » 621
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b) Calculons py(U,) :
p(NNU) _ p(Ud) X pu(N)

PSS )
2k k()
_nln=1) " nln—1) 126> (k—1)
(n—2)3n—1) = nln- 1)(n—2)3n—1)
6n(n—1) :
12k*(k—1)

Eonc e S e = s~ ) )
3) Calculons p(A)
Puisque toute urne U, est vidée dans fume Us., pour tout k € {1;2;....;:(n—2)}

, alors l'urne U,-, contient dans ce cas n+n+...+n=n(n—1) boules
(o= 1 )fods

parmiellesilya: 1 +2+3+ .. +(n—1)= -—-2——~ boules noires et autant

ST e
de boule blanches; donc : p(A) = ) 2
Calculons p(B)

Pour réaliser 'événement B , il faut tirer une boule noire de chacune des

urnes U;Us;...; et U, ; aprés avoir vidé toute urne U, dans U,
Dans ces conditions, l'urne {/, contient n+n+ ...+ n = nk boules
— -

kfois
k(k+1)
e

dontl+2+. .. .+k= sont noires

Donc la probabilité de tirer une boule noire de (, (dans ce cas) est:
k(k+1)

U TR e A IR 5
kn T 5

) _"ak(_k“l'l nzk
ROt p(B) = H 2kn H ZZn
1

=(2n_)" 2><H(k+ 1):(55)"-_%((2)(3><4><..‘><(n— 1)
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